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ВСТУП 
 Електротехнікою називають область техніки, що пов’язана з отриманням, 
розподілом, перетворенням і використанням електричної енергії, або, іншими 
словами – це широка галузь практичного застосування електромагнітних явищ. 
«Теоретичні основи електротехніки» (ТОЕ) – дисципліна, яка займається  
питаннями розрахунку й вивчення явищ, що характеризуються поняттями елект-
ричних струмів, напруг, потужностей, магнітних потоків, а також поняттями  
напруженості електричного та індукції магнітного полів. Таким чином, ТОЕ є 
теоретичною базою для всіх електротехнічних спеціальностей.  
Дисципліна «Теоретичні основи електротехніки» складається з трьох  
частин, при чому першу та другу частину вивчають всі спеціальності напрямів 
6.050701 – Електротехніка та електротехнології, 6.050702 – Електромеханіка  
(за переліком 2015 р. – єдина спеціальність «Електроенергетика, електротехніка 
та електромеханіка»). 
Метою дисципліни є оволодіння фундаментальними поняттями, теорією 
та методологією сучасної теоретичної електротехніки, засвоєння фундаменталь-
них знань, які є необхідною базою для подальшого вивчення електротехнічних 
дисциплін. 
Завдання дисципліни: 
 навчити основним законам електричних, магнітних і електромагнітних кіл 
та співвідношенням між електричними величинами в електричних та магнітних 
колах; 
 ознайомити зі структурними елементами й фізичними величинами кіл; 
навчити теорії і методології аналізу електричних кіл постійного та змінного  
(синусоїдного і несинусоїдного) струмів; 
 навчити теорії і методології аналізу симетричних і несиметричних  
трифазних кіл із синусоїдними й несинусоїдними джерелами енергії; 
 навчити теорії і методології аналізу перехідних процесів в електричних 
колах із зосередженими параметрами; 
 ознайомити з основними законами і методами розрахунку нелінійних кіл 
постійного та змінного струму. 
Для студентів спеціальності «Електротехнічні системи електроспоживання» 
завданням дисципліни також є: 
 навчити теорії і методології аналізу електричних кіл з розподіленими  
параметрами; 
 ознайомити з основами теорії електромагнітного поля, у якій розгляда-
ються електромагнітні явища у нерухомих ізотропних середовищах. 
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Предметом вивчення дисципліни є основні закони теорії електричних кіл, 
теорії електромагнітного поля та оволодіння навичками їх практичного застосу-
вання для дослідження і розрахунків сучасних електротехнічних пристроїв. 
Цей текст лекцій охоплює матеріал другої частини дисципліни ТОЕ, тобто 
теорію лінійних електричних кіл періодичного змінного струму (теми «Трифазні 
кола змінного синусоїдного струму», «Аналіз електричних кіл з несинусоїдними 
періодичними струмами та напругами», «Несинусоїдні струми у трифазних ко-
лах»), теорію розрахунку перехідних процесів в лінійних електричних колах (теми 
«Класичний метод розрахунку перехідних процесів», «Розрахунок перехідних 
процесів операторним методом», «Розрахунок перехідних процесів за допомогою 
інтегралу Дюамеля»). Для напряму «Електромеханіка» додатково наведено розділ 
«Сталі процеси в нелінійних електричних колах і методи їх розрахунку». Текст 
лекцій підготовлений на основі робочих програм дисципліни «Теоретичні осно-
ви електротехніки» підготовки бакалавра вказаних напрямів та спеціальностей. 
Вивчення курсу «Теоретичні основи електротехніки» потребує знання  
курсів фізики, а саме розділу «Електрика та магнетизм», і особливо математики, 
передусім розділів: системи лінійних алгебраїчних рівнянь, теорія матриць, по-
хідна і інтеграл, диференційні рівняння, функціональні ряди, інтегральні перет-
ворення Лапласа, векторна алгебра. 
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РОЗДІЛ 1 ТРИФАЗНІ КОЛА ЗМІННОГО СИНУСОЇДНОГО СТРУМУ 
 
1.1 Основні поняття і визначення 
 Сукупність електричних кіл, в яких діють створені спільним джерелом си-
нусоїдні електрорушійні сили (ЕРС) однакової частоти й 
амплітуди, але які відрізняються один від одного за фазою 
на кут 
m
2
 (m – кількість фаз) – це багатофазні симетри-
чні системи. Багатофазні системи бувають дво-, три-, чо-
тири-, шести-, дванадцятифазними. 
Трифазна симетрична система ЕРС – сукупність 
трьох синусоїдних ЕРС одної частоти, що мають однакові 
амплітуди та зсунуті між собою за фазою на 120. Прин-
цип отримання трифазної системи ЕРС: в рівномірному 
магнітному полі з постійною кутовою швидкістю  обертаються 3 однакові жор-
стко скріплені одна з одною котушки. Площини котушок зміщені у просторі од-
на відносно іншої  на кут 120. В кожній котушці наводяться ЕРС однакової час-
тоти і амплітуди, зсунуті за кутом на 120 одна відносно іншої (рис. 1.1). 
 Графік миттєвих значень ЕРС eА, eВ, eС зображений на рисунку 1.2, а век-
торні діаграми – на рисунку 1.3. 
 Чергування фаз – послідовність проходження ЕРС через однакові значення 
(наприклад, через нуль). Таке чергування фаз, коли початкова фаза  ЕРС  eА до-
рівнює нулю, початкова фаза  ЕРС  eВ  дорівнює  «-120
», а початкова фаза ЕРС 
eC дорівнює «+120
», називається прямим. Миттєві значення фазних ЕРС при 
цьому: 
;sin tEe mA   ;120sin 0 tEe mB  .120sin 0 tEe mC                   (1.1) 
 
Трифазне коло – сукупність трифазної система ЕРС, трифазного наванта-
ження чи навантажень та з’єднуючих проводів.  
t 
eA, eB, eC 
 2 
eA  eB  eC  
Рисунок 1.2 Рисунок 1.3 
CE  
AE  
BE  
+j 
  
N 
B 
Рисунок 1.1 
S 
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 Фаза – ділянка трифазного кола, по якій тече один і той же струм. 
 Переваги трифазних систем в порівняння з іншими багатофазними системами: 
1) передача енергії на великі відстані трифазним струмом більш економіч-
на з точки зору економії металу; 
 2) елементи трифазної системи, такі як асинхронний двигун, трифазний ге-
нератор і трансформатор є простими у виробництві, економічні, надійні в роботі 
(усі ланки трифазного кола були розроблені російським вченим 
М. О. Доліво-Добровольским); 
 3) система має властивості незмінності величини миттєвої потужності за 
період синусоїдного струму, якщо навантаження в усіх трьох фазах однакове. 
Виводам фазних обмоток генераторів надають найменування «початок» і 
«кінець». Початки позначають буквами А, В, С, а кінці – x, y, z. 
 
1.2 Основні схеми з’єднання трифазних кіл  
Визначення лінійних і фазних величин 
Основні схеми з’єднання у трифазних колах – це схеми з’єднання зіркою і 
трикутником.  
1.2.1 З’єднання обмоток генератора зіркою 
Якщо всі «кінці» (або всі «початки») фазних обмоток з’єднані в один  
вузол – таке з’єднання називається зіркою (рис. 1.4). Цю загальну точку (вузол) 
називають нейтральною чи, якщо вона заземлена, нульовою. 
 Проводи, що з’єднують обмотки генератора або трансформатора з наван-
таженням, називаються лінійними, а провід, що з’єднує нейтральні або нульові 
точки генератора і навантаження, відповідно нейтральним або нульовим. 
Напруги між початком і кінцем обмотки генератора, тобто AAO EU  , 
,BBO EU   CCO EU   (або на фазних навантаженнях 111 cOвOaO UUU  , ,  – рис. 1.7) – 
це фазні напруги.  
A 
 
O 
 
CE  
 
BE  B 
 
C 
 
ABU  
BCU  
CAU  Лінійні  
проводи 
Рисунок 1.4 
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 Лінійні напруги дорівнюють різниці потенціалів точок А, В, С  або, що те 
ж саме, різниці фазних напруг: 
BOAOAB UUU  ;  COBOBC UUU  ; AOCOCA UUU  .     (1.2) 
 Розглянемо, яке співвідношення існує між фазними й лінійними напругами. 
Відповідно до виразів (1.2) побуду-
ємо векторну діаграму лінійних та фазних 
напруг (рис. 1.5), з якої видно, що при 
прямому чергуванні фаз лінійні напруги в 
3  більші, ніж фазні й випереджають їх 
на 30, тобто співвідношення між компле-
ксами лінійних та фазних напруг мають 
вигляд: 
 
0303 jeUU  AOAB ;  
0303 jeUU  BOBC ;  
0303 jeUU  COCA .              (1.3) 
 
1.2.2 З’єднання обмоток генератора трикутником 
При з’єднанні в трикутник фазні обмотки 
генератора або трансформатора з’єднані один з 
одним послідовно таким чином, що «початок» 
однієї фази генератора (або трансформатора) 
з’єднується з «кінцем» іншої фази (рис. 1.6), а ко-
жна фаза навантаження, якщо і воно з’єднане 
трикутником, при цьому вмикається між лінійни-
ми проводами, внаслідок чого навантаження зна-
ходиться під лінійною напругою, яка в даному 
випадку одночасно є і фазною напругою, тобто: Фл UU  .  
Якщо до затискачів генератора не під’єднане навантаження, то по обмот-
ках не протікатиме струм, тому що:  
0 CBA EEE .   (1.4) 
Покажемо це:  
  .0866,05,0866,05,01111 120120 



   jjEeeEEEE jj

CBA  
 
 
BCU  
A 
ABU  
B C 
30o 
O 
COC UE   
AOA UE   
BOB UE   
Рисунок 1.5 
CAU  
В 
А 
С 
ABA UE   
CE  
BE  
Рисунок 1.6 
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1.2.3 З’єднання обмоток генератора та трифазного навантаження 
за типом «зірка-зірка» 
В трифазному колі «зірка-зірка» обмотки генератора й фазні навантаження 
з’єднуються «зіркою». Таке трифазне коло може бути без нульового проводу  
(трипровідна система – рис. 1.7)) або з ним (чотирипровідна система – рис. 1.8). 
Проводи, що з’єднують генератор та навантаження, називають лінійними, 
струми, що течуть по них – лінійні струми ( CBA III   ,  , ), а напруга між лінійни-
ми проводами – лінійна напруга ( CABCAB UUU   ,  , ). Для схем рисунку 1.7  
і рисунку 1.8 фазні струми, що течуть по променях зірки, дорівнюють лінійним. 
Струм, що тече по нейтральному проводу (рис. 1.8) – струм нейтрального або 
нульового проводу ( NI ). 
 За додатний напрямок струмів у лінійних проводах приймається напрямок 
від джерела до навантаження, а в нейтральному проводі навпаки – від наванта-
ження до джерела. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Струм у нейтральному проводі дорівнює геометричній сумі лінійних стру-
мів (за першим законом Кірхгофа):  CBAN IIII  .                                                      (1.5) 
CAU  
 
с 
 
в 
 
а 
 
A 
 
O 
 
CE  
AE  
BE  
B 
 
C 
 
ABU  
BCU  
Рисунок 1.7 
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Рисунок 1.8 
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1.2.4 З’єднання обмоток генератора і трифазного навантаження 
за типом «трикутник-трикутник», «зірка-трикутник» 
Схема «трикутник-трикутник» характеризується тим, що обмотки генерато-
ра і фазні навантаження з’єднані трикутником (рис. 1.9), а схема «зірка-
трикутник» – тим, що обмотки генератора з’єднані зіркою, а фазні навантаження – 
трикутником (рис. 1.10).  
За додатний напрям лінійних струмів ( CBA III  , , ) приймається напрям від 
джерела до навантаження. Додатний напрям фазних струмів вибирають від точ-
ки «а» до точки «в» (струм авI ), від точки «в» до «с» (струм всI ), від  
точки «с» до «а» (струм caI ). 
1.3 Розрахунок трифазних кіл 
 Трифазне електричне коло є різновидом кіл синусоїдного струму і  
тому його розрахунок та дослідження здійснюють з використанням законів  
Ома і Кірхгофа та методів розрахунку, що розглядалися раніш. Особливо доці-
льним є застосування методу двох вузлів для аналізу схем «зірка-зірка». При ро-
зрахунках вважаємо, що трифазна ЕРС симетрична. 
 
с 
 
а 
CE  
AE  
BE  
всI  
AВZ  
aвI  
AI  
CAI  
CI  
CAU  
BCU  
C 
B 
A 
ABU  
CAZ  
ВI  
ВСZ  
Рисунок 1.10  
O 
A 
IB 
ECA 
Рисунок 1.9 
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1.3.1 Трифазне коло «зірка-зірка» з нульовим проводом 
В схемі «зірка-зірка» з нульовим проводом за несиметричного наванта-
ження ( CBA ZZZ  ), коли в нейтральному проводі є опір NZ  (рис. 1.11), по-
тенціали точок О і О1 не дорівнюють один одному. Розрахунок кола здійснюють 
у такій послідовності: 
 визначають напругу зміщення нейтралі (тобто напругу OO1U ) за виразом, 
що випливає з методу двох вузлів – 
NCBA
CCBBAA
OO1 YYYY
YEYEYE
U


 ,           (1.6) 
де 
N
N
C
C
B
B
A
A Z
Y
Z
Y
Z
Y
Z
Y
1
 ,
1
 ,
1
 ,
1
  – комплекси фазних провідно-
стей і провідність нейтрального проводу; 
 визначають фазні напруги на навантаженні  – 
OOCcOOOBвOOOAaO 111111
UEUUEUUEU    ;  ; ;                                             (1.7) 
 визначають фазні струми  – 
   ;  ;
1 CcOCВвOBAaOA 11
YUIYUIYUI  ;                                                                      (1.8) 
 струм у нейтральному проводі NI  визначають як суму фазних струмів за 
формулою (1.5). 
Коли в нейтральному 
проводі немає опору NZ  
(рис. 1.8), то напруга змі-
щення нейтралі 0OO1U , і 
фазні струми визначають за 
формулами (1.8), а струм 
нейтрального проводу – за 
формулою (1.5). 
За симетричного нава-
нтаження ( CBA ZZZ  ) в 
випадках, що відповідають схемам рисунку 1.8 та рисунку 1.11, потенціали то-
чок О і О1 дорівнюють один одному. Для схеми рисунку 1.8  0  OO1U , тому що 
нейтральний провід вирівнює потенціали точок О та О1, а для схеми рисунку 1.11:  
Рисунок 1.11 
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0
3
  
0












NA
CBAA
OO1 YY
EEEY
U
  
.                                                                          (1.9) 
Тому фазні (лінійні) струми, які за законом Ома визначають за формулами 
(1.8), дорівнюють один одному за модулем і зсунуті за фазою на кут 120. 
 
1.3.2 Трифазне коло «зірка-зірка» без нульового проводу 
За симетричного навантаження ( CBA ZZZ  ) для схеми рисунку 1.7: 
 
0
3
0
3
  






A
A
A
CBAA
OO1 Y
Y
Y
EEEY
U .                                                           (1.10) 
Тоді фазні струми визначають за виразами (1.8) (з урахуванням того, що 
CСOcOВВOвOАОaO 111
EUUЕUUЕUU    ;  ;А ). Струми однакові за мо-
дулем і зсунуті за фазою на кут 120.  
Якщо для тієї ж схеми навантаження несиметричне ( CBA ZZZ  ), фазні 
струми установлюються таким чином, що їх сума дорівнює нулю. Внаслідок чого 
відбувається, як і в випадку несиметричного навантаження за наявності в нейтра-
льному проводі опора NZ  (рис. 1.11), викривлення симетрії фазних напруг так, 
що навантаження опиняються під різними, не рівними один одному (та фазним 
ЕРС) напругами. Потенціали точок О та О1 не дорівнюють один одному.  
Розрахунок кола здійснюють так: 
 визначають напругу 
CBA
CCBBAA
OO1 YYY
YEYEYE
U


 ;                             (1.11) 
 визначають фазні напруги на навантаженні за формулами (1.7); 
 визначають фазні струми за формулами (1.8). 
 
1.3.3 Трифазні кола «трикутник-трикутник» і «зірка-трикутник» 
 Взагалі розрахунок електричних кіл «трикутник-трикутник» (рис. 1.9) і 
«зірка-трикутник» (рис. 1.10) відрізняються тільки величинами напруги на фаз-
них навантаженнях ( нянавантаженф. U ): у випадку кола «трикутник-трикутник» – 
генератора     ф.нянавантаженф. UU  , а у випадку кола «зірка-трикутник» – 
303  фгенератора   UUU  лінійненянавантаженф. .  
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Розглянемо розрахунок кола «зірка-трикутник» без урахування опорів 
проводів, що з’єднують трифазне джерело і навантаження: 
 комплекси фазних струмів визначають за формулами: 
   ;  ; саCA
са
CA
савсBC
вс
BC
всавAB
ав
AB
ав YUZ
U
IYU
Z
U
IYU
Z
U
I  ,                             (1.12) 
де CABCAB UUU  , ,  – лінійні напруги (формули 1.3);  
                
1
=  ;
1
=  ;
1
=
савсав ZZZ
савсaв YYY  – комплекси фазних провідностей. 
 лінійні струми визначають за першим законом Кірхгофа для вузлів а, в, с: 
   вссаCаввсBсаавA ;; IIIIIIIII  .                                                                             (1.13) 
 Треба відзначити, що при симетричному режимі фазні струми в усіх фазах 
однакові й зсунуті відносно своїх фазних напруг на однаковий кут, що визнача-
ється співвідношенням   
ф
ф
R
X
arctg ,                                                                (1.14) 
де  Xф – реактивний опір навантаження; 
Rф – активний опір навантаження. 
 Лінійні струми при цьому за модулем будуть рівними між собою, в 3   
разів більшими, ніж фазні струми, а за фазою будуть відставати на кут 30 при 
прямому чергуванні фаз, тобто 
 303 303 303   саCвсBавA ;; IIIIII .    (1.15) 
 При несиметричному навантаженні лінійні струми можуть бути більшими 
чи меншими, ніж фазні струми. 
Розглянемо розрахунок кола «зірка-трикутник» з урахуванням опорів про-
водів, що з’єднують трифазне джерело і навантаження, коли опори в лініях не 
дорівнюють один одному (   лслвла ZZZ  ) і навантаження фаз несиметричне 
(рис. 1.12). 
лаZ  
всI  
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Рисунок 1.12  
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Розрахунок такої схеми слід виконувати шляхом заміни трикутника опорів 
еквівалентною зіркою.  
Опори еквівалентної зірки: 
.=
;=  ;=
савсав
всса/
савсав
аввс/
савсав
саав/
ZZZ
ZZ
Z
ZZZ
ZZ
Z
ZZZ
ZZ
Z






c
вa
        (1.16) 
            Якщо навантаження фаз симетричне, тобто фZZZZ  савсaв , то опо-
ри еквівалентної зірки: 
3
ф/// ZZZZ  cвa .                                                    (1.17) 
 У результаті перетворення одержуємо еквівалентну схему, зображену на 
рисунку 1.13, лінійні струми якої  ( CBA III  , , ) в загальному випадку розрахову-
ється як у схемі «зірка-зірка» при несиметричному навантаженні, а саме: 
 визначають опори ( CBA ZZZ   ,  , ) та провідності ( CBA YYY   ,  , ) кожної фа-
зи, враховуючи що опори з’єднувальних проводів ввімкнені послідовно з відпо-
відними опорами еквівалентної зірки: 
 
1
  = / ;;
A
AлаaA Z
YZZZ   
1
  = / ;;
В
ВлввВ Z
YZZZ 
  .
1
  = /
С
СлссС ; Z
YZZZ                           (1.18) 
 визначають напругу зміщення нейтралі 
CBA
CCBBAA
OO1 YYY
YEYEYE
U


 ; 
 визначають лінійні струми    ,AOOAA 1 YUEI     , BOOBB 1 YUEI   
  COOCC 1 YUEI  . 
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Фазні струми в навантаженнях савсав ZZZ  ; ;  вихідної схеми (рис. 1.12) ви-
значають за законом Ома: 
 
Z
= ;
Z
= ;
Z
=
са
ca
вс
вс
ав
ав UUU
caвсав
III ,   (1.19) 
де   ; ; caвсав UUU  – лінійні напруги на навантаженні. 
.ZZ==
;ZZ==
;ZZ=
асаOсOca
свсOвOвc
вaвOaOав
11
11
11



АС
СВ
ВA
II
II
II
UUU
UUU
UUU
    (1.20) 
1.4 Аварійні режими в трифазних колах 
 У випадку обриву лінійного проводу в схемі «зірка-зірка» з нейтральним 
проводом (рис. 1.14)  0AI , а фазні струми CB II  ,  залишаються тими ж, що й 
до аварійного режиму тобто: ,
B
вО
B
1
Z
U
I 
C
сО
C
1
Z
U
I  .                                         (1.21) 
 Струм в нульовому проводі: CBN  III  .                                               (1.22) 
Фазні напруги на навантаженні:  
 , ,0 BOвОаО 11 UUU   .СOсО1 UU     (1.23) 
Напруга на затискачах розриву дорівнює фазній напрузі: AОAa UU  . 
У випадку обриву лінійного проводу в схемі без нейтрального проводу  
(у схемі рисунку 1.14 треба вимкнути нульовий провід) лінійна напруга  ВCU  
прикладається до послідовного з’єднання двох опорів СВ  і ZZ ; і якщо СВ   ZZ   
вона (напруга) рівномірно розподіляється між цими опорами.  
Рисунок 1.14 
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Струми: 
CB
BC
CB ZZ
U
II

 .    (1.24) 
Напруга на затискачах розриву дорівнює: 
BABABBAa ZIUEEZIU BB  .   (1.25) 
 Якщо СВ   ZZ  , то напруга на затискачах розриву: 
AОAa 5,1 UU  .      (1.26) 
 Напруга зміщення нейтралі: BBOOO1 ZIUU B  .                                          (1.27) 
У випадку короткого замикання у фазі (схема «зірка-зірка» без нульового прово-
ду – рис. 1.15) напруга зміщення 
нейтралі  –  AEU OO1 . 
 Напруги на навантаженнях: 
0
1аО
U , ООBOвО 11 UUU  , 
ООСOсО 11
UUU  .                  (1.28) 
Фазні струми: 
 ,
B
1вO
B Z
U
I   ,
B
1CO
C Z
U
I   
                                                                                 CBA III  .                        (1.29) 
 При обриві одного з фазних проводів у схемі «зірка-трикутник», напри-
клад, у фазі «вс» (рис. 1.16), фазний струм 0всI , струми caI  та авI  залишають-
ся без змін. Тому лінійний струм  саавA III  зберігає своє значення, а лінійні 
струми BI  та CI  змінюються:   ; caCавB IIII  . Таким чином, зміна наван-
таження в одній з фаз зумовлює одночасну зміну двох лінійних струмів і не 
впливає на величину фазних напруг, струмів двох інших фаз і на величину тре-
тього лінійного струму. 
При обриві одного з лінійних проводів у схемі «зірка-трикутник», напри-
клад, у фазі «А» (рис. 1.17), режим роботи схеми змінюється. Опір фази «вс» бу-
де, як і раніше, знаходитися під нормальною лінійною напругою BCU , струм всI  
не зміниться. Опори фаз «ав» і «са» виявляться послідовно з’єднаними та уві-
мкненими до напруги « BCU - ». 
Якщо саав ZZ  , то напруга « BCU - » розподілиться між ними навпіл, а як-
Рисунок 1.15 
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що саав ZZ  , то напруга « BCU - » розподілиться прямо пропорційно величинам 
цих опорів, при цьому у фазах «ав» і «са» протікатиме один і той же струм:  
саав
BC
ZZ
==

U
caав II .     (1.30) 
 Лінійні струми визначають так: 
0= ;-=-= AсавсCB IIIII .  
   (1.31) 
 
  
 
 
 
 
 
 
1.5 Визначення потужності в трифазних колах 
  
Комплексна потужність трифазного кола:  
 
333
~
QjPIUIUIUS CCOBBOAAO 

,    (1.32) 
  
 де CCCOBBBOAAAO IUIUIUP  coscoscos3   –                   (1.33) 
активна потужність трифазного кола; 
 
     CCCBBBAAA IUIUIUQ  sinsinsin3   –                         (1.34) 
 
реактивна потужність трифазного кола. 
Якщо навантаження симетричне, то в випадку схеми «зірка-зірка» можна 
користуватися такими формулами  
 
( ФCOCBOBAOA UUEUEUE  ; 
лUUUU CABCAB  ): 
                      Рисунок 1.16                                                Рисунок 1.17 
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









sin3
cos3
3
лФ3
лФ3
лФ3
IUQ
IUP
IUS
 –  фазна форма запису;                                                    (1.35) 
де   – кут зсуву між фазною ЕРС і лінійним струмом;  











sin3
cos3
3
лл3
лл3
лл3
IUQ
IUP
IUS
 –  лінійна форма запису.                                                 (1.36) 
Вимірювання активної потужності в трифазних чотирипровідних колах 
проводять за допомогою схеми трьох ватметрів – рисунок 1.18: 
 
3213 WWW PPPP  .      (1.37) 
Якщо схема чотирипровідна, а навантаження симетричне, досить включи-
ти один ватметр і тоді 13 3 WPP  . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Доведемо, що включення двох ватметрів (рис. 1.19) дозволяє виміряти по-
вну активну потужність трифазного кола: 
   
.
******
*****
****
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Контрольні питання до розділу 
1. Поясніть, які системи називають багатофазними і чому трифазні системи 
отримали найбільше розповсюдження? 
2. Дайте визначення лінійних і фазних струмів і напруг. 
3. Поясніть, які існують співвідношення між лінійними й фазними струма-
ми і напругами в колах «зірка-зірка»? 
4. Проаналізуйте, чому не може струм в нульовому проводі дорівнювати 
нулю при несиметричному навантаженні фаз? 
5. Поясніть, чому не застосовується трифазна трипровідна система при не-
симетричному навантаженні? Що таке «викривлення фаз»? 
6. Поясніть, як проводять розрахунок струмів в колі «зірка-зірка» при не-
симетричному навантаженні? 
7. Назвіть порядок розрахунку симетричних і несиметричних трифазних кіл 
при з’єднанні навантаження трикутником з урахуванням опорів лінійних проводів. 
8. Поясніть, яким чином вимірюють активну потужність в трипровідних та 
чотирипровідних колах «зірка-зірка» та проводять баланс потужностей. 
22 
 
РОЗДІЛ 2 АНАЛІЗ ЕЛЕКТРИЧНИХ КІЛ З НЕСИНУСОЇДНИМИ  
ПЕРІОДИЧНИМИ СТРУМАМИ ТА НАПРУГАМИ.  
НЕСИНУСОЇДНІ СТРУМИ У ТРИФАЗНИХ КОЛАХ 
 
 2.1 Визначення періодичних несинусоїдних струмів і напруг 
 Раніше розглядалися лінійні кола з незмінними параметрами активного 
опору (R), індуктивності (L), ємності (C) та взаємоіндуктивності (M) при дії дже-
рел постійних або синусоїдних ЕРС і струмів. Але на практиці ЕРС, напруги й 
струми відрізняються від постійних або синусоїдних, причому їх залежність від 
часу може бути періодичною, майже періодичною та неперіодичною. Так у ма-
шинних генераторах змінного струму внаслідок відмінності кривої розподілу ма-
гнітної індукції вздовж зазору від синусоїди криві ЕРС, які наводяться в обмот-
ках, відрізняється від синусоїдних. 
 Періодичними несинусоїдними струмами й напругами називають струми й 
напруги, які змінюються в часі за періодичним несинусоїдним законом. 
 Розглянемо режими роботи кіл, які призводять до їх появи: 
1. Джерела ЕРС (або струму) дають несинусоїдну ЕРС (струм), а всі еле-
менти кола (R, L, C, М) – лінійні елементи (їх величини від струму не залежать). 
 Так у різних пристроях радіотехніки, автоматики, телемеханіки, обчислю-
вальної техніки застосовують генератори періодичних імпульсів. При цьому фо-
рма імпульсів може бути різною (прямокутною, трапецієподібною, ступінчастою 
тощо – рис. 2.1). Під час проходження цих імпульсів по електричних колах їх 
форма суттєво змінюється. 
2. Джерело ЕРС (струму) дає синусоїдну ЕРС (струм), але один чи декіль-
ка елементів кола – нелінійні. 
 Як приклад можна розглянути схему однофазного однопівперіодного ви-
прямляча (рис. 2.2, а). У цьому колі діод – нелінійний елемент. Часові діаграми 
роботи цього пристрою наведено на рисунку 2.2, б. Випрямлений струм id(t) й  
 
 t 
u 
Рисунок 2.1  
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Рисунок 2.3 
випрямлена напруга ud(t) на опорі навантаження RН є несинусоїдними й періоди-
чними.  
 
Рисунок 2.2 
  
 Ще один приклад отримання несинусоїдного періодичного струму в колі з  
синусоїдним джерелом енергії – схема з котушкою з феромагнітним осердям 
(рис. 2.3). Струм в цьому випадку має приблизно форму, що зображена на  
рисунку 2.4. 
 3. Сукупність 1 і 2 режимів. 
 4. Якщо джерело ЕРС(струму) дає постійну або синусоїдну ЕРС (струм), а 
один або декілька елементів кола періодично змінюються у часі. 
 В усіх задачах, де доводиться мати справу зі складними несинусоїдними 
кривими струмів і напруг, важливо вміти звести складну задачу до більш простої 
та застосувати методи розрахунку простих задач. 
 У цьому розділі розглядаються методи розрахунку лінійних кіл при неси-
нусоїдних періодичних або майже періодичних струмах і напругах, які можна  
розкласти на гармонійні  складові. 
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2.2 Зображення несинусоїдних струмів та напруг рядами Фур’є 
 Як відомо, будь-яку періодичну функцію  xf  з періодом 2 , яка задово-
льняє умові Діріхлє (тобто, яка має на всякому інтервалі кінцеве число розривів 
першого роду та кінцеве число максимумів та мінімумів) може бути розкладена 
у нескінченний тригонометричний ряд. При цьому змінна x  зв’язана з часом t  
співвідношенням 
T
t
tx




2
, де T  – період функції у часі (тобто період  
функції за змінною x  дорівнює « 2 », а за часом період тієї ж функції дорівнює 
«T »). Таким чином: 
                   
                ...,cossin...3cos3sin
2cos2sincossin
/////3/3
//2/2//1/10


tkAtkAtAtA
tAtAtAtAAtf
k
m
k
mmm
mmmm


       (2.1) 
де    







2
0
0
2
1
tdtfA   – нульова гармоніка (чи постійна 
складова); (2.2) 
  tdttfA 


sin
1
2
0
/
1  

 
– амплітуда синусної складової 
першої гармоніки; (2.3) 
  tdttfA 


cos
1
2
0
//
1  

 
– амплітуда косинусної складової 
першої гармоніки; 
(2.4) 
 
     





2
0
/ sin
1
tdtktfA km  
– амплітуда синусної складової 
гармоніки з номером k; (2.5) 
     





2
0
// cos
1
tdtktfA km  
– амплітуда косинусної складової 
гармоніки з номером k. 
(2.6) 
 Інакше вираз (2.1) може бути записаний так:  
     





1
//
1
/
0 cossin
k
k
k
k tkAtkAAtf  .                                                    (2.7) 
 Частіше ряд Фур’є записують у вигляді суми нульової гармоніки та синусо-
їдних складових з ненульовими початковими фазами: 
         sin
1
0 



k
kk
m tkAAtf  ,                                                                     (2.8) 
де        
 
  /
//
2//2/  ;
k
m
k
mkk
m
k
m
k
m
A
A
arctqAAA      –                                                                     (2.9) 
амплітуда та початкова фаза гармоніки з номером «k». 
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       При розгляданні цієї теми ми будемо говорити, що гармоніки бувають такими: 
нульова, перша (основна) та вищі (з номерами 2, 3, 4 і т.д.). Крім того,  
якщо k =1, 3, 5…  – це непарні гармоніки, а якщо k =2, 4, 6… – це парні гармоніки.  
 Приклад. 
 Крива напруги має в своєму складі 3 гармонійні складові: 
         
    B.  ,3cos123sin8
3cos153sin30cos80sin100
tt
tttttu




 (2.10) 
 Представимо ряд Фур’є у вигляді суми синусних складових з ненульовими 
початковими фазами. 
 Відповідно до формул (2.9) визначимо амплітуди та початкові фази синус-
них складових першої, третьої та п’ятої гармонік. 
       
       
        .3,56
8
12
  B;  4,41128 
;6,26
30
15
  B;  7,431530 
;66,38
100
80
  B;  12780100 
5222//52/55
3222//32/33
1222//12/11








arctqAAA
arctqAAA
arctqAAA
mmm
mmm
mmm



 
 Таким чином ряд Фур’є матиме вигляд  
 
B.  ,
180
3,565sin4,14
180
6,263sin7,34
180
66,38sin127





 





 




 












t
tttu
                                (2.11) 
 Крива, що відповідає цьому ряду  –  рисунок 2.5. 
2 
(t) 
 
0 
u(t) 
Рисунок 2.5 
1 гармоніка 
3 гармоніка 
5 гармоніка 
u(t) 
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Рис.1.5 
Рис.1.6 
2.3 Деякі властивості періодичних кривих, які мають симетрію 
 Періодичні несинусоїдні криві можуть мати ті чи інші види симетрії, що 
спрощує їх розкладання в ряд Фур’є, бо деякі гармоніки виключаються з ряду. 
Розглянемо це детальніше. 
 1. Крива симетрична відносно вісі абсцис (рис. 2.6), тобто задовольняє 
умові:    tftf   . 
 При розкладанні таких кривих у ряд Фур’є нульова і парні гармоніки дорі-
внюють 0: 0...//4
/
4
//
2
/
20  AAAAA , а сам ряд має вигляд: 
 
 
 
 
         
       
        ....5cos5sin
3cos3sin
cossin
//5/5
//3/3
//1/1



tAtA
tAtA
tAtAtf
mm
mm
mm



   (2.12) 
 2. Крива симетрична відносно вісі ординат (рис. 2.7), тобто задовольняє 
умові:    tftf   . 
 При розкладанні таких кривих у ряд Фур’є відсутні синусні складові, тоб-
то 0.../3
/
2
/
1  AAA , а сам ряд Фур’є має вигляд: 
 
 
 
   
    ...3cos2cos
cos
//
2
//
2
//
10


tAtA
tAAtf


(2.13) 
 
 3. Крива симетрична відносно початку координат (рис. 2.8), тобто задово-
льняє умові    tftf   . Такий ряд Фур’є не містить нульову та косинусні 
складові, тобто: 0...//3
//
2
//
10  AAAA , і має вигляд: 
                  ....4sin3sin2sinsin /4/3/2/1  tAtAtAtAtf mmmm     (2.14) 
f 
f 
ωt 
ωt 
Рисунок 2.6 
Рисунок 2.7 
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 4. Крива одночасно симетрична відносно вісі абсцис та початку координат 
(рис. 2.9), тобто задовольняє умовам:    tftf   ,      tftf . 
Такий ряд Фур’є містить лише непарні синусні гармоніки і має вигляд: 
                  ...4sin3sin2sinsin /4/3/2/1  tAtAtAtAtf mmmm       (2.15) 
Перед тим як розкласти криву у ряд Фур’є треба подивитися яким видам 
симетрії вона задовольняє та виключити ті чи інші гармоніки. 
Усі періодичні несинусоїдні криві в електротехніці можна розділити  
на 2 групи. 
1 група  періодичні криві геометрично правильної форми (трапеції, три-
кутники, прямокутники і т.д.); їх розкладання у ряд Фур’є наведено у довідни-
ках. Так, наприклад, якщо періодична крива  напру-
ги (рис. 2.10) має форму трикутника, то ряд Фур’є, 
що відповідає такій формі (обмежимося трьома чле-
нами ряду) має вигляд: 
        




 


 ...5sin
25
1
3sin
9
1
sin
8
2
ttt
U
tu m ,   В. 
2 група  криві довільної геометрично неправильної 
форми. Вони розкладаються у ряд Фур’є графоаналітичними методом. 
 
2.4  Розкладання у ряд Фур’є кривих геометрично неправильної форми 
Криві довільної геометрично неправильної форми мають бути представ-
лені у вигляді графіка. Графоаналітичний метод, який застосовують для роз-
кладання таких кривих у ряд Фур’є, заснований на заміні визначених інтегралів 
ωt 
f 
f 
ωt 
Рисунок 2.8 
 
Um  
 t 
u  (t) 
Рисунок 2.10 
Рисунок 2.9 
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(2.2, 2.5, 2.6) сумою кінцевого числа складових. Для цього період функції 2  
поділяється на n  рівних інтервалів, кожний інтервал можна визначити так: 
td
n
t




2
. Отже 
        






 




n
p
p
n
p
p
n
p
p tfnn
tfttfA
111
0 12
2
1
2
1






. (2.16) 
 де  tf p    значення функцій  tf   в середині p  інтервалу, тобто при 
значенні   tpt   5,0 ,  
               p  поточний індекс. 
Амплітуди синусної і косинусної складових k-ї гармоніки відповідно дорі-
внюють: 
         
   ;sin2
2
sin
1
sin
1
1
11
/
tktf
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tktfttktfA
p
n
p
p
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p
ppp
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p
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

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

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 (2.17) 
          
    , cos2
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(2.18) 
 де     tk tk pp  cos і  sin  - значення функцій    tktk  cos  ,sin  у середині 
p-го інтервалу. 
 Звичайно період ділять на  24n  частин ( 180
15 


 t   рад). 
Розглянемо приклад графоаналітичного розкладання кривої )( tf   в ряд 
Фур’є (рис. 2.11). Слід врахувати, що крива на рисунку 2.11 має два види симет-
рії (відносно початку координат та осі абсцис). Отже, можна обмежитися розк-
ладанням чверті періоду. Такий ряд Фур’є повинен містити тільки непарні сину-
сні складові, а саме:              ...5sin3sinsin /5/3/1  tAtAtAtf mmm   
(обмежуємося трьома членами ряду).  
Для знаходження амплітуд      /5/3/11 ,, mmm AAA розділимо чверть періоду кривої 
)( tf   на шість рівних частин і виміряємо ординати функції )( tf   посередині 
кожної ділянки, яка становить 15. Результати розкладання, яке проводять за на-
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веденою вище методикою,  представлені в  таблиці 2.1. 
 
Таблиця 2.1 – Результати розкладання кривої )( tf  в ряд Фур’є  
n f(t) t sint f(t). sint 3t sint f(t). sin3t 5t sin5t f(t). sin5t 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1 0,5 7,5 0,13 0,0665 22,5 0,382 0,191 37,5 0,608 0,304 
2 1,2 22,5 0,382 0,46 67,5 0,924 1,108 112,5 0,923 1,1 
3 2,1 37,5 0,608 1,27 112,5 0,924 1,94 187,5 -0,13 -0,273 
4 2,8 52,5 0,793 2,22 157,5 0,382 1,07 262,5 -0,99 -2,77 
5 3,3 67,5 0,924 3,05 202,5 -0,382 -1,26, 337,5 -0,382 -1,26 
6 4,7 82,5 0,991 4,6 247,5 -0,923 -4,34 412,5 0,79 3,72 
             
6
1
66,11sin ttf      
6
1
29,13sin ttf       
6
1
821,05sin ttf   
Амплітуди синусних гармонік з номерами  1, 3, 5 відповідно : 
  88,366,11
3
1
66,114
24
2/1
1 mA ;
      43,029,1
3
1
29,14
24
2/3
1 mA ; 
  247,0821,0
3
1/5
1 mA  (коефіцієнт «4» застосовуємо тому, що розкладаємо  
 
 t 
f ( t) 
1 
2 
3 
4 
2    
Рисунок 2.11  
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тільки 4
1  періоду, а для отримання кінцевого результату помножуємо відпові-
дне значення     










n
p
pp tktfn 1
cos
2
  на «4»). 
 Таким чином, ряд Фур’є )( tf   має вигляд: 
       ttttf   5sin247,03sin43,0sin88,3 . 
2.5 Порядок розрахунку електричних кіл з несинусоїдними 
джерелами енергії 
1. Представимо несинусоїдну ЕРС тригонометричним рядом Фур’є. При-
пустимо, що ряд Фур’є має вигляд 
            




 




  



180
453sin2sin
180
20sin 3210



 tEtEtEEte mmm , В. 
 Умовно розглянемо несинусоїдноїдну ЕРС   te   як послідовне з’єднання 
постійної ЕРС  0E  і трьох синусоїдних ЕРС, а саме     




  

180
20sin11

tEe m , 
     tEe m  2sin22 ,     




  

180
453sin33

tEe m  -  рисунок  2.12. 
 2. Запишемо комплексні амплітуди ЕРС гармонік з номерами 1, 2, 3: 
             45330222011   ;  ;   jmm
j
mm
j
mm eEEeEEeEE , В. 
 3. Визначимо реактивні й комплексні опори віток для окремих гармонік. 
 При цьому треба врахувати, що реактивні опори залежать від номеру гар-
моніки, тобто індуктивний і ємнісний опори для гармоніки з номером «k» ви-
значають так: 
    Lkxkx L
k
L  
1 . (2.19) 
 
 
Ckk
x
x CkC 


11
.  (2.20) 
 Приклад: якщо   101 Lx  Ом 
  303103  Lx  Ом; а якщо 
  501 Cx  Ом   
  10
5
505 Cx Ом.  
 te    0E   2e   1e   3e  
  
Рисунок 2.12 
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 Таким чином, з ростом номера гармоніки індуктивний опір збільшується, а 
ємнісний зменшується пропорційно. 
Комплексний опір вітки, що містить активний опір, індуктивність та єм-
ності, дорівнює:    
 
















k
X
XkjR
Ck
LkjRZ CL
k
1
11

 .    (2.21) 
 4. Розраховуємо струми від дії нульової гармоніки несинусоїдної ЕРС -
 0
nI ; потім визначаємо комплексні амплітуди струмів від дії 1-ої, 2-ої і т.д. гар-
монік несинусоїдної  ЕРС - )3()2()1( ,, mnmnmn III ,  
 де «n» - номер вітки. 
 Таким чином, зрозуміло, що основний метод розрахунку електричних кіл з 
несинусоїдними періодичними джерелами енергії  метод накладання.  
 5. За комплексними амплітудами записуємо миттєві значення струмів 
окремих гармонік       321 ,, nnn iii . 
 6. Записуємо ряди Фур’є для струмів і напруг на ділянках кола у вигляді 
суми окремих гармонік, наприклад, для вітки з номером: «n» несинусоїдний 
струм у загальному вигляді матиме вигляд  
       3210
niiiIti nnnn  . 
2.6 Деякі особливості розрахунку несинусоїдних кіл 
 1. Додавання різнойменних гармонік струмів або напруг за комплексним 
методом неможливе, тому що кутові швидкості обертання векторів різних гар-
монік неоднакові. 
 2. Нульова гармоніка напруги чи струму – це постійна напруга чи струм. 
Тому падіння напруги на індуктивності від нульової гармоніки струму дорівнює 
нулю:         0002 0000  LLLL xIULx  . Нульова гармоніка струму через 
ємність дорівнює нулю:   


C
xC 02
10

   00 CI . 
 3. Вважають, що величина активного опору не залежить від частоти. Хоча, 
строго кажучи, величина активного опору внаслідок поверхневого ефекту із зро-
станням частоти f  збільшується.  
2.7 Резонансні явища при несинусоїдних струмах і напругах 
Як відомо, резонансним режимом роботи електричного кола, в якому є 
одна чи декілька індуктивностей і одна чи декілька ємностей, називають такий 
режим його роботи, за якого струм на вході цього кола співпадає за фазою з дію-
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чою на вході ЕРС. Якщо діюча на вході ЕРС несинусоїдна, то в електричному 
колі можуть виникати резонансні режими (резонанси струмів або напруг) на 
будь якій гармоніці. 
Нехай на вході схеми рисунку 2.13 діє джерело несинусоїдної ЕРС: 
                553311 5sin3sinsin   tEtEtEte mmm  (2.22) 
Індуктивний і ємнісний опори дорівнюють: 
    501 Lx Ом; 
  4501 Cx Ом. 
 Для першої гармоніки та для п’ятої гармонік:  
        040045050111  CL xxx , 
      090250
5
450
505555  CL xxx .  
А для третьої гармоніки:       0
3
450
503333  CL xxx   має місце резонанс напруг.  
Висновок: при виникненні резонансного й близького до нього режиму на 
будь-якій вищій гармоніці, струми і (або) напруги цієї гармоніки можуть вияви-
тися більшими ніж струми і (або) напруги першої гармоніки, навіть якщо амплі-
туда вищої гармоніки ЕРС на вході схеми в декілька разів менша ніж амплітуда 
першої гармоніки. 
2.8 Діючі та середні за модулем значення несинусоїдних функцій 
За означенням діюче значення: 

T
dti
T
I
0
21 , (2.23) 
де       



1
0 sin
k
kk
m tkIIi    несинусоїдний струм. (2.24) 
 Якщо у рівняння (2.23) підставити вираз (2.24), то отримаємо: 
            ...... 2
222120
1
220  

k
n
k
k IIIIIII , (2.25) 
де   
 
 k
k
m I
I

2
  діюче значення струму гармоніки з номером «k». 
Таким чином, діюче значення несинусоїдної величини не залежить від по-
чаткових фаз окремих гармонік. 
  
С  L  R 
 tu   
Рисунок 2.13 
33 
 
Аналогічно, для напруги 
          ...
2
1 222120
1
220  

UUUUUU
n
k
k   . (2.26) 
 Приклад. 
 На вході двополюсника несинусоїдні напруга і струм дорівнюють: 
  





















180
455sin50
180
203sin60
180
30sin80100





 ttttu , В; 
  














180
1205sin59,5
180
18sin87,173,33



 ttti , А. 
 Знайдемо їх діючі значення: 
6,35
2
59,5
2
87,17
3,33
22
2 I  А. 
1,127
2
50
2
60
2
80
100
222
2 U  В. 
 Середнє за модулем значення несинусоїдного струму визначають так: 
  tdtiIñåð 


2
0
2
1
. (2.27) 
2.9 Коефіцієнти, що характеризують форму несинусоїдних 
періодичних кривих 
 Несинусоїдні криві, яким відповідає певна несинусоїдна функція, характе-
ризують наступними коефіцієнтами: 
 коефіцієнтом форми кривої фK , який визначають як відношення діючого 
значення до середнього за модулем значення  
сер
ф A
A
K   (для синусоїди  
1,1
22




сер
ф A
A
K 1); 
 коефіцієнтом амплітуди, який дорівнює відношенню максимального зна-
чення до діючого значення несинусоїдної функції  
A
A
Ka
max  (для синусоїди 
2aK ); 
 коефіцієнтом викривлення, який визначають як відношення діючого зна-
чення основної гармоніки до діючого значення усієї несинусоїдної функції, в яку 
входить і перша гармоніка, а саме  
 
A
A
Kâ
1
 . 
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2.10 Величини, на які реагують амперметри та вольтметри різних  
систем при несинусоїдних струмах і напругах 
Несинусоїдні струми й напруги вимірюють приладами різних систем, прин-
цип дії яких розглядається в курсі «Основи метрології та електричних вимірю-
вань». Наведена нижче таблиця показує, на які величини реагують вольтметри й 
амперметри різних систем.  
Таблиця 2.2    Величини, на які реагують вольтметри й амперметри 
різних систем при несинусоїдних струмах і напругах 
з/п Системи приладів Умовні позначення Величина, на яку реагує прилад 
1 Електродинамічна 
 
 Діюча 
2 Електромагнітна 
 
 Діюча 
3 Теплова  Діюча 
4 Магнітоелектрична 
система з 
випрямлячем 
 Середнє за модулем 
значення 
5 Магнітоелектрична 
система з рухомою 
рамкою 
 Постійна складова 
6 Амплітудні електроні 
прилади 
 
 
 
 
 
Максимальне 
значення  
2.11  Потужності в колах несинусоїдного струму 
 Активна потужність несинусоїдного струму – це середнє значення мит-
тєвої потужності за період першої гармоніки: 
  
T
dtiu
T
P
0
1
. (2.28) 
 Підставимо у (2.28) наступні формули: 
        ku
k
k
m tkUUtu   


sin
1
0 , (2.29) 
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        ki
k
k
m tkIIti   


sin
1
0 . (2.30) 
Розрахувавши визначений інтеграл (1.28), отримаємо: 
                     


11100
1
00 coscos
2
1
 IUIUIUIUP kkm
k
k
m
      ...cos 222  IU , 
(2.31) 
де           ,, kkk IU  відповідно діючі значення несинусоїдної напруги і 
струму  к-ої  гармоніки; 
                   ki
k
u
k     кут зсуву фаз між несинусоїдною напругою і стру-
мом к-ої гармоніки. 
Таким чином, активна потужність несинусоїдного струму дорівнює сумі 
активних потужностей окремих гармонік. 
Аналогічно для реактивної потужності: 
     kk
m
n
k
m IUQ
k
sin
2
1
1
 

. (2.32) 
 Повна потужність S  дорівнює добутку діючого значення несинусоїдної 
напруги й діючого значення несинусоїдного струму: 
IUS  . (2.33) 
 Кола несинусоїдного струму також характеризують потужністю викрив-
лення T  (вимірюється в ВА), коефіцієнтом викривлення TK : 
 222 QPST  ,  (2.34) 
S
T
KT  . (2.35) 
 Відношення активної потужності до повної називають коефіцієнтом по-
тужності, його прирівнюють до косинусу деякого умовного кута  : 
 cos
S
P
. (2.36) 
2.12  Заміна несинусоїдних струмів і напруг еквівалентними синусоїдами 
 Несинусоїдні струми й напруги, які не містять постійних складових, мо-
жуть бути замінені еквівалентними синусоїдами. Заміну проводять таким чином, 
що діюче значення синусоїдного струму приймають рівним діючому значенню 
несинусоїдного струму, який замінюють (аналогічно – для напруги). Кут зсуву 
фаз між еквівалентними синусоїдами напруги та струму беруть таким чином, 
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щоб активна потужність еквівалентного синусоїдного струму дорівнювала акти-
вній потужності несинусоїдного струму: 
S
P
ý cos . 
 Приклад.  
Розглянемо порядок заміни несинусоїдних струму  ti   і напруги  tu   
еквівалентними синусоїдами. Несинусоїдні напруга й струм дорівнюють: 
  














180
543sin6
180
11sin26



 tttu , 
  














180
173sin27,1
180
40sin3



 ttti . 
1. Визначаємо діючі значення струму і напруги: 
 
      87,18626
2
1
2
1 2222 31 





 mm UUU  В, 
 
      3,227,13
2
1
2
1 2222 31 





 mm III  А. 
2. Визначаємо активну потужність: 
                  33331111 cos
2
1
cos
2
1
iummIumm IUIUP   
     153704311341754cos2716
2
1
4011cos326
2
1
,,,,    Вт. 
3. Визначаємо кут зсуву фаз між еквівалентними синусоїдами: 
.1,31856,0
3,287,18
15,37
cos 

 åêâåêâ S
P
  
4. Записуємо еквівалентні синусоїди напруги і струму: 
   ttuекв  sin69,26sin287,18  ,  
    1,31sin25,31,31sin23,2 ttiекв  .  
Знак плюс або мінус начальної фази струму залежить від характеру кола 
(активно-ємнісний, або активно-індуктивний). 
 
2.13 Вищі гармоніки в трифазних колах 
ЕРС  усіх фаз трифазного трансформатора або трифазного генератора часто 
виявляється несинусоїдною. Кожна ЕРС  CBA eee ,,  повторює за формою інші із 
зсувом на одну третину періоду ( 3/T ) і може бути розкладена на гармоніки. Запи-
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шемо для гармоніки з номером  «k»  миттєве значення ЕРС фази А: 
 
      kkk tkEe
mA
  sin .    (2.37) 
Оскільки ЕРС фази B  відстає від ЕРС фази A  на З
Т , а ЕРС фази С  випе-
реджає  ЕРС фази A  на З
Т , то для гармоніки з номером  «k»  ЕРС  фаз B  і С  ві-
дповідно дорівнюють: 
        




 












  kkm
kkk ktkE
T
tkEe
mB



3
2
sin
3
sin , (2.38) 
        




 












  kkm
kkk ktkE
T
tkEe
mC



3
2
sin
3
sin . (2.39) 
           Примітка: .120
3
2
3
2
3
kk
T
T
k
T
k 






    
 Якщо   0k : 
     tkEe kmkA  sin ,   
    




 
3
2
sin

 ktkEe km
k
B , (2.40) 
    




 
3
2
sin

 ktkEe km
k
C .   
 Гармоніки з номерами k=1, 4, 7, 10, …  
складають так звану пряму послідовність чер-
гування фаз. Для цих гармонік ЕРС фази В від-
стає від ЕРС фази А, а ЕРС фази С випереджає 
ЕРС фази А на 120  (векторна діаграма – рису-
нок 2.14).  
 Припустимо, номер гармоніки k = 4, тоді 
     tEe mA  4sin44 , 
        




 




 




 
3
2
4sin
3
2
24sin
3
2
44sin 4444





 tEtEtEe mmmB ,       (2.41) 
        




 




 




 
3
2
4sin
3
2
24sin
3
2
44sin 4444





 tEtEtEe mmmC . 
 
Рисунок 2.14 
 ..7,4,1
CE  
 ..7,4,1
AE  
 ..7,4,1
BE  
О1 
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Рисунок 2.15 Рисунок 2.16 
     ,..9,6,3,..9,6,3,..9,6,3
CBA EEE   
 ..8,5,2
BE  
 ..8,5,2
AE  
 ..8,5,2
CE  
Гармоніки з номерами k = 2,5,8,... складають так звану зворотну послідов-
ність чергування фаз. Для цих гармонік ЕРС фази В випереджає ЕРС фази А,  
ЕРС фази С відстає від ЕРС  фази А на 120  (векторна діаграма – на рисунку 2.15). 
Припустимо, номер гармоніки k = 3, тоді: 
     tEe mA  2sin22 , 
      




 




 
3
2
2sin
3
2
22sin 222



 tEtEe mmB ,                                  (2.42) 
      




 




 
3
2
2sin
3
2
22sin 222



 tEtEe mmC . 
Гармоніки з номерами ,...9,6,3k   (кратні трьом) утворюють нульову пос-
лідовність чергування фаз, для якої початкові фази ЕРС всіх фаз однакові (век-
торна діаграма – рисунок 2.16). Якщо номер гармоніки k = 3, тоді: 
     tEe mA  3sin33 ; 
         tEtEe mmВ 

 

 3sin
3
2
31203sin 323 ;                                          (2.43) 
       tEtEe mmС 

 




 

 3sin3
3
2
3sin 333 . 
 
2.14  Особливості роботи трифазних систем, що викликані 
гармоніками кратними трьом 
Розглянемо деякі особливості розрахунку трифазних кіл, пов’язані з наяв-
ністю в гармонічному складі фазних ЕРС гармонік, кратних трьом. 
1. Нехай обмотки трифазного генератора з’єднані відкритим трикутником 
(рисунок 2.17). Якщо у фазних ЕРС присутні гармоніки, кратні трьом, то на зати-
скачах « Bn  » буде напруга, діюче й миттєве значення якої 
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     
...
222
3
292623
mmm
nB
EEE
U  , (2.44) 
          ...6sin33sin3 6633   tEtEu mmnB . (2.45) 
 При з’єднанні обмоток генератора в закритий трикутник (рисунок 2.18) по 
них протікатимуть струми гармонік, кратних трьом (за годинниковою стрілкою): 
 
 
 
 
 k
k
k
k
k
Z
E
Z
E
I
3
3
3
3
3
003
3



 ,                                                                                                                               (2.46) 
де  
 k
Z
3
0   опір обмотки кожної фази для гармоніки, кратної трьом, 
                kE 3   комплекс діючого значення гармоніки фазної ЕРС, кратної 
трьом. 
Таким чином, діюче значення струму       ...
292623  IIII        (2.47) 
3. Незалежно від того зіркою чи трикутником з’єднані обмотки генератора 
або трансформатора, в лінійній напрузі відсутні гармоніки кратні трьом.  
Якщо обмотки з’єднані зіркою:  
      0333  kB
k
A
k
AB EEU  (аналогічно для  
 k
BCU
3  і  kCAU
3 ).  
Якщо обмотки з’єднані зіркою (рис. 2.17):  
         
 
 
  0
3
3 3
3
3
33333
0
0
0 


 k
k
k
kkkkk
AB Z
Z
E
EZIEU . 
Таким чином: 
      ...3
242221  ФФФЛ UUUU  .                                                                     (2.48) 
B 
Ce
0ZBe
0Z
0Z
А 
Ae
С 
A 
n 
B 
Рисунок 2.18 
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Рисунок 2.17 
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Діюче значення фазної напруги: 
        ....
24232221  ФФФФф UUUUU  .                                                                  (2.49) 
 Якщо у фазній напрузі присутні гармоніки кратні трьом, то співвідношен-
ня 3
ф
л
U
U
, а якщо у фазній напрузі немає гармонік, кратних трьом, то співвід-
ношення  3
ф
л
U
U
. 
 4. З’єднання «зірка – зірка» без нульового проводу (навантаження симет-
ричне й несиметричне)   рисунок 2.19. 
 При цьому струми гармонік, кратних трьом, відсутні, тому що інакше не 
виконуватиметься 1-й закон Кірхгофа, але при цьому між нульовими точками іс-
нуватиме напруга зсуву нейтралі: 
           ...9sin6sin3sin 963001 tEtEtEu mmm    . (2.50) 
Комплекс діючого значення цієї напруги для гармонік, кратних трьом: 
 
           
     
   
 
 k
ôk
Ô
k
Ô
k
ô
k
C
k
B
k
A
k
C
k
C
k
B
k
B
k
A
k
Ak E
Y
YE
YYY
YEYEYE
U 3
3
33
333
333333
3
00 3
3
1






 . (2.51) 
де    k
Ô
k
Ô Z
Y
3
3 1   провідність фази для гармоніки, кратної трьом. 
                k
Ô
Z 3  – опір фази для гармоніки кратної трьом. 
 Тоді лінійні струми для гармонік кратних трьом: 
     
   
  03
33
333 010 


k
ф
kk
k
C
k
B
k
A
Z
UE
III Ф . (2.52) 
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При несиметричному навантаженні напруга зсуву нейтралі (рис. 2.18): 
 
        
     
 k
Фk
C
k
B
k
A
k
C
k
B
k
A
k
Фk E
YYY
YYYE
U 3
333
3333
3
001



 . (2.53) 
 Тоді лінійні струми для гармонік, кратних трьом: 
 
   
    0
0
33
3
00
3
3 1 


k
A
k
A
kk
k
A
ZZ
UE
I A ,  
   
  03
3
00
3
3 1 


k
B
kk
k
A
Z
UE
I B , 
 
   
  .Z
UE
I
k
C
kk
k
A
C 0
3
3
00
3
3 1 

  
(2.54) 
 
Діюче значення напруги зсуву нейтралі при симетричному та несиметрич-
ному навантаженні: 
     
...
222
292623
001
 mmm
EEE
U ,   
     
...
222
232221
001
 mmm
EEE
U  (2.55) 
 5. Схема «зірка – зірка» з нульовим проводом при симетричному наванта-
женні і наявності опору в нульовому проводі (рис. 2.20). 
По нульовому проводу протікатимуть струми гармонік, кратних трьом.  
Комплекс діючого значення напруги зсуву нейтралі для гармонік кратних 
трьом:  
   
   kk
Ô
k
Ô
k
ôk
YY
YE
U
3
0
3
33
3
00 3
3
1 

 .                                                                             (2.56) 
де    k
k
Z
Y
3
0
3
0
1
  провідність опору  kZ 3
0
 в нульовому проводі для гар-
моніки кратної трьом. 
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Струм нульового проводу: 
 
 
 
 
   
   
      

 kkk
Ф
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Ф
k
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k
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YYY
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YU
Z
U
I 3
0
3
0
3
33
3
0
3
003
0
3
003
0
/1
1
3
3
1
1   
   
 
 
   
 
   
 
 
  .
33
111
3
13
3
3
3
0
3
33
0
3
3
0
3
3
03
33
ф
k
ф
k
Ф
k
k
ф
kk
Ф
k
k
Ф
k
Ф
k
ф
Z
Z
E
YY
E
YY
Y
Y
YE

























                         (2.57) 
Фазні струми: 
     
 
.
I
III
k
k
C
k
B
k
A 3
3
0333    (2.58) 
 6. Схема зірка – зірка з нульовим проводом при несиметричному наванта-
женні і наявності опору 0Z  у нульовому проводі (рис. 2.20). 
Комплекс діючого значення напруги зсуву нейтралі для гармонік кратних трьом: 
 
 
        
       kk
C
k
B
k
A
k
C
k
B
k
A
k
фk
YYYY
YYYE
U
3
0
333
3333
3
001 

 .  (2.59) 
 Струми знаходять так: 
 
 
   
 
 
   
 
 
   
  ,  ,  , 3
3
00
3
3
3
3
00
3
3
3
3
00
3
3 111
k
C
kk
k
Ck
B
kk
k
Bk
A
kk
k
A
Z
UE
I
Z
UE
I
Z
UE
I CBA





  (2.60) 
 
 
 
     .III
Z
U
I kC
k
B
k
Ak
k
k 333
3
0
3
003
0
1   (2.61) 
 
2.15 Несинусоїдні криві з періодичною обвідною. Биття  
 Окрім несинусоїдних періодичних функцій, які розкладаються в тригоно-
метричний ряд на гармонійні складові з частотами, кратними основній частоті, в 
електротехніці зустрічаються несинусоїдні криві з періодичними обвідними (ці 
криві також розкладаються на гармонійні складові). До числа явищ, які характе-
ризуються такими кривими, відносяться биття і модульовані коливання. 
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Коливальний процес, який виникає в результаті складання двох синусоїда-
льних коливань з рівними амплітудами і близькими, але не рівними частотами 1   
і  2 , називається биттям: 
   ttAtf m 21 sinsin   . (2.62) 
Припустимо 1 > 2  ( 1  2 ) 
Скористаємося тригонометричним перетворенням: 





 




 
2
sin
2
cos2sinsin

 . (2.63) 
 Отримаємо: 
 
  










 










  ttAtf m 2
sin
2
cos2 2121

. (2.64) 
 Позначимо 
 
2
21    і 
2
21 

 . (2.65) 
 
Зрозуміло, що  . 
 Тому, з урахуванням позначень (2.65), вважатимемо, що крива  tf  є си-
нусоїдою з кутовою частотою  , амплітуда якої змінюється за косинусоїдою із 
значно меншою кутовою частотою  : 
 
(2.66) 
 
 
Графік коливання, що відповідає рівнянню (2.66), зображений на  
рисунку 2.21, де позначено 



áf
T
1
  період биття, величина, зворотна час-
тоті биття áf , що дорівнює числу максимумів обвідної кривої в одиницю часу. 
 
2.16 Несинусоїдні криві з періодичною обвідною.  
Модульовані коливання 
У радіотехніці широко застосовують модульовані коливання. 
Модульованим коливанням називають таке коливання, в якому амплітуда 
mA , частота  , початкова фаза   або і ті, й інші разом змінюються в часі.  
 
 
     tωsintΩcosA2tf
амплітуда
m    
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Зміна в часі одного з параметрів  mA ,  , або  , називають модуляцією за 
цим параметром (модуляція буває амплітудною, частотною або фазовою): 
     tAtf m sin .  (2.67) 
Коливання, в яких змінюється тільки амплітуда   mA0  називають 
коливаннями, модульованими за амплітудою. Коливання, в яких змінюється 
тільки фаза – це коливання, модульовані за фазою. Коливання, в яких змінюється 
тільки частота – це коливання, модульовані за частотою. 
 Найпростіше амплітудно-модульоване коливання (АМ) – це коливання, в 
якому амплітуда модульована за законом синуса: 
       ttmAtf sinsin10 , (2.68) 
де     частота вихідного вагання, тобто та частота, що несе, 
                   моделююча частота (<< ), 
                m коефіцієнт модуляції (глибина), як правило, m <1; він характеризує 
ступінь відмінності максимальної і мінімальної амплітуди від середнього  
значення 0A . 
 Графік коливань, що відповідає (2.68), зображений на рисунку 2.22. 
 Амплітудна модуляція широко застосовується в радіомовленні й ра-
діозв’язку, де частота    це частота радіозв’язку, а моделюючою частотою 
служить, наприклад, одна із звукових частот звуку, що передається. 
 При визначенні струмів і напруг в колах, схеми яких містять джерела ЕРС, 
модульовані за амплітудою, останні можуть бути розкладені на синусоїдні скла-
дові. 
 Скористаємося тригонометричним перетворенням: 
     cos
2
1
cos
2
1
sinsin . (2.69) 
Таким чином: 
   

 
 
 ttAmtAtf sinsinsin 00  
 
          ttAmtA coscos
2
sin 00 .                       (2.70) 
Тобто модульоване за амплітудою коливання може бути представлено у 
вигляді суми трьох коливань. 
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 Частоти    і    називають бічними частотами. 
 Розглянемо приклад. 
 Треба розкласти на гармонійні складові функцію 
   tttf

510sin1000sin6,0120 









  відповідно до рівняння (2.70): 
 Вирішення. 
31099  ;  310101  ,  6
2
206,0
2
0 


 Am
. 
Отже        ttttf  335 10101cos61099cos610sin20 . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Контрольні питання до розділу 
      1. Дайте визначення періодичних несинусоїдних струмів і напруг та вкажіть 
режими роботи електричних кіл, що призводять до виникнення несинусоїдних 
струмів і напруг. 
 2. Поясніть, як проводять розкладання в ряд Фур’є кривих геометрично не-
правильної форми. 
 3. Вкажіть особливості періодичних несинусоїдних кривих, що мають деякі 
види симетрії. 
 
Рисунок 2.22 
Обвідна 
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 4. Дайте визначення середнього й діючого значень несинусоїдного струму і 
напруги. 
 5. Дайте визначення активної, реактивної, повної потужностей і потужності 
викривлення несинусоїдного струму. 
 6. Наведіть порядок розрахунку струмів і напруг у колах, де діють несинусої-
дні джерела напруги або струму. Вкажіть особливості такого розрахунку. 
 7. Поясніть, як відбувається заміна несинусоїдних струмів і напруг еквівале-
нтними синусоїдними. 
 8. Поясніть особливості резонансних явищ у колах несинусоїдного струму. 
 9. Наведіть особливості роботи трифазних систем, що викликані гармоніка-
ми, кратними трьом: розрахунок схеми «зірка-зірка» без нульового проводу (си-
метричне навантаження). 
 10. Наведіть особливості роботи трифазних систем, що викликані гармоніка-
ми, кратними трьом: розрахунок схеми «зірка-зірка» з нульовим проводом (не-
симетричне навантаження). 
 11. Дайте визначення несинусоїдних кривих з періодичною обвідною (биття 
та модульовані коливання).  
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РОЗДІЛ 3 РОЗРАХУНОК ПЕРЕХІДНИХ ПРОЦЕСІВ 
В ЛІНІЙНИХ ЕЛЕКТРИЧНИХ КОЛАХ 
3.1  Визначення перехідних процесів  
 Перехідний процес – це процес переходу від одного режиму роботи кола до 
іншого, який будь-чим відрізняється від попереднього (амплітудою, фазою, час-
тотою діючих у колі ЕРС, значеннями параметрів схеми). Перехідні процеси ви-
никають в результаті різних комутацій.  
 Комутація  це розмикання або замикання ключів. На рисунку 3.1 показа-
но, як на схемах позначають ключі, що працюють на замикання і розмикання.   
 
          
           замикання            розмикання 
 
 Фізичний сенс перехідного процесу  перехід від енергетичного стану, що 
відповідає режиму роботи кола до комутації, до енергетичного стану режиму ко-
ла після комутації. Якщо в колі є котушки індуктивності і (або) ємності, то такий 
перехід не може відбутися миттєво, оскільки миттєво не може змінитися енергія 
електричного і магнітного полів. 
 Перехідні процеси звичайно є швидкоплинними процесами (тривалість їх – 
десяті, соті, млрд. частки секунди). Але вивчення перехідних процесів є дуже 
важливим, оскільки дозволяє виявити можливі перевищення напруги на окремих 
ділянках кола, які можуть бути небезпечними для ізоляції установок; можливі 
збільшення амплітуд струмів, що іноді значно перевищують амплітуду струму 
сталого періодичного процесу. Сталими періодичними режимами є, як відомо, 
режим синусоїдального струму, режим постійного струму і режим відсутності 
струму у вітках кола. 
 Вивчення перехідних процесів також дає можливість встановити, як дефо-
рмуються за формою і амплітудою сигнали при проходженні через підсилювачі, 
фільтри та інші радіотехнічні пристрої. 
 Вирішити задачу з перехідного процесу –  це знайти закон зміни  ti , або 
 tu  на окремих ділянках кола. Так, для схеми рисунку 3.2, другий закон Кірхгофа 
в інтегрально-диференціальній формі при замиканні ключа має вигляд: 
    E
td
tid
LRti  . (3.1) 
 
Рисунок 3.1  
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Способи вирішення цього рівняння, тобто 
знаходження такої функції, яка задовольняє рів-
нянню (3.1), такі: 
 класичний; 
 операторний 
 Теоретично перехідний процес вважаєть-
ся нескінченним; момент комутації – це момент 
«t = 0», момент безпосередньо перед комутаці-
єю – «t = 0–»; а момент безпосередньо після комутації  –  «t = 0+». 
3.2 Закони комутації 
Перший закон комутації: в індуктивному елементі струм (і магнітний по-
тік) безпосередньо після комутації, тобто у момент «t = 0 +», зберігає значення, 
яке він мав безпосередньо перед комутацією, тобто у момент «t = 0–», а далі по-
чинає змінюватися саме з цього значення: 
      000 LLL iii  – струм в індуктивному елементі стрибком змінюватися 
не може. 
 Припустимо, що це не так, і струм  ti , який і є струмом в індуктивному 
елементі  tiL , в схемі рисунку 3.2 зміниться стрибком. Тоді швидкість змінення 
струму  
 

td
tid
     ELRti  .                                                     (3.2) 
 З рівняння (3.2) виходить, що ЕРС  повинна дорівнювати  , що не має фі-
зичного сенсу, оскільки реальні джерела живлення не можуть мати нескінченно 
велику потужність . 
Другий закон комутації: на ємнісному елементі напруга (і заряд) зберігає у 
момент комутації те значення, яке воно було безпосередньо перед комутацією і 
надалі починає змінюватися саме з цього значення. 
      000 CCC uuu   напруга на ємності стрибком змінюватися не може. 
Запишемо для схеми рисунку 3.3 другий закон Кірхгофа в інтегрально-
диференціальній формі: 
    EtuRti C  ,        (3.3) 
де    
td
tud
Cti C                                              (3.4) 
    Etu
td
tud
CR C
C  . (3.5) 
 ti  
R 
L E uL(t) 
Рисунок 3.2 
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 Якщо напруга  tuC  зміниться стрибком, то 
величина  
 
td
tud C  повинна бути нескінченно ве-
ликою, а отже 
  EtuCR C  .                                           (3.6) 
 Це, як і в попередньому випадку не має  
                                                      фізичного сенсу. 
З енергетичного погляду неможливість миттєвої зміни струму  tiL  і на-
пруги  tuC   пояснюється неможливістю стрибкоподібної зміни запасеної енергії 
магнітного поля 
2
2iL 
 в індуктивному елементі й енергії електричного поля  
2
2
CuC   в ємності. 
3.3 Класичний метод розрахунку перехідних процесів 
 Як відомо, рішенням лінійного неоднорідного диференціального рівняння 
першого порядку (ЛНДР) є сума часткового рішення неоднорідного рівняння і 
загального рішення однорідного рівняння (ЛОДР). ЛОДР, як відомо, отримуємо 
з ЛНДР, якщо праву частину останнього прирівнюємо до нуля. 
 Згідно з цим методом закон зміни струму (або напруги) розглядають як 
суму примусового  ïði  і вільного  âi  струму (або напруги), тобто: 
  âïð iiti  ;      âïð uutu  . (3.7) 
 Примусова складова  це частинне вирішення неоднорідного диференціа-
льного рівняння, або, якщо говорити з погляду електротехніки – це значення 
струму або напруги в сталому режимі, тобто в припущенні, що перехідний про-
цес повністю закінчився ( t ) і його можна не брати до уваги. 
 Вільна складова – загальне вирішення однорідного рівняння (термін «віль-
на» означає, що ця складова є вирішенням рівняння, вільного від примусової си-
ли). Її вигляд залежить від коренів характеристичного рівняння. 
Повний струм   це той струм, який насправді тече у вітці  при перехідно-
му процесі, а примусова і вільна складові є складовими повного струму. 
 
R 
E 
C 
i(t) 
uC(t) 
Рисунок 3.3 
50 
 
 Так, для схеми рисунку 3.2     constE
R
E
iïð    , а рішенням ЛОДР 
    0
td
tid
LRti  є показова функція виду tpeA  , 
де 
L
R
p      так званий коефіцієнт згасання, чим він більше, тим швидше 
встановлюється примусовий режим, вимірюється в с-1; 
     
R
E
A    так звана постійна складова; щоб знайти A , необхідно мати 
значення  ti  у будь-який момент часу, припустимо, для 0t . 
     A,  p  незалежні від часу числа величини. 
Таким чином: 
  .
t
L
R
tp e
R
E
R
E
eA
R
E
ti

  (3.8) 
 Підставимо  (3.8) у  (3.1): 





























 t
L
R
t
L
R
t
L
R
t
L
R
e
L
R
R
E
LeEEe
R
E
R
E
td
d
LRe
R
E
R
E
 
 



EeEeEE tL
R
tL
R
 рівняння (3.8) – дійсно є рішенням (3.1). 
Робимо висновок: класичний метод полягає в інтегруванні диференціаль-
них рівнянь, які зв’язують струми і напруги кола, внаслідок чого з’являються по-
стійні інтегрування, і в подальшому визначенні цих постійних за допомогою по-
чаткових умов, що випливають із законів комутації. 
3.4  Незалежні й залежні початкові умови 
 Під початковими умовами розуміють значення величин струмів і напруг в 
момент 0t . 
 Незалежні початкові умови (Н.П.У.) – це значення перехідних струмів в 
індуктивних елементах і напруг на ємнісних елементах, які відомі з режиму до 
комутації і стрибком змінюватися не можуть (відповідно до законів комутації). 
Значення інших струмів і напруг називають залежними початковими умовами. 
Крім того, початкові умови можуть бути нульовими і ненульовими. 
 Нульові початкові умови мають місце в схемі, якщо на початку перехідно-
го процесу струм чи напруга на пасивному елементі схеми дорівнюють нулю 
(для схем на рисунках 3.1 і 3.2     00 i   А;   00 Cu   В).  
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Приклад ненульових початкових умов  –  
рисунок 3.4, а саме: незалежна початкова умо-
ва в даному випадку –   
1
0
RR
E
i

 . 
  
Залежні початкові умови (З.П.У.) знахо-
дять шляхом складання рівнянь за законами  
Кірхгофа для кола після комутації та моменту 
часу 0t .  
Для схеми на рисунку 3.4: 
      1
1
1 0 00 RRR
E
EuEuRi LLL 
    це і є залежна початкова умова. 
Після визначення примусових складових шуканих величин при перехідно-
му процесі та початкових умов треба розглянути, як у класичному методі знахо-
дять вільні складові струмів і напруг. Для цього необхідно скласти характерис-
тичне рівняння, тому що вид вільної складової  залежить від виду та кількості 
коренів цього рівняння. 
3.5  Методи складання характеристичного рівняння 
1. Метод головного визначника для отримання характеристичного рівняння. 
Як зазначено раніше, вільні 
складові – це загальні рішення ві-
дповідних ЛОДР. Для схеми рису-
нку 3.5 складемо систему рівнянь 
за законами Кірхгофа в інтеграль-
но-диференціальній формі для ко-
ла після комутації, а потім перей-
демо до системи для вільних 
струмів, тобто «звільнимо» систему від примусової складової (джерело): 
 
     
     
   











 0
1
0
322
22
1
11
321
tdti
C
Rti
ERti
td
tid
LRti
tititi
; (3.9) 
     
     
   











 0
1
0
0
322
22
1
11
321
dtti
C
Rti
Rti
td
tid
LRti
tititi
вв
в
в
в
ввв
.       (3.10)
  
E
2R
C
1R  ti1
 ti2
 ti3  L
Рисунок 3.5 
 tuL  tuC  
E  
R
L
1R
Рисунок 3.4 
i(t) 
uL(t) 
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Вирішення однорідного диференціального рівняння записують у вигляді 
показової функції, тобто    tpв eAi  ,  
де A     стала інтегрування (своя для кожного вi );  
     p     коефіцієнт згасання, однаковий для всіх струмів, оскільки усе  
коло охоплено єдиним перехідним процесом. 
Тоді  в
tpв ipepA
td
id
 ;  
p
i
e
p
A
tdi вtpв   . 













0
0
0
3
22
22111
321
pC
i
Ri
RiipLRi
iii
в
в
ввв
ввв
, (3.11) 
Система  (3.11) – система алгебраїчних рівнянь відносно ввв iii 321 ,, , яка не 
містить похідні й інтеграли. Такий перехід від системи (3.10) лінійних диферен-
ціальних рівнянь до системи алгебраїчних рівнянь (3.11) називається алгебраїза-
цією системи диференціальних рівнянь. 
 Припустимо, що корінь рівняння p  відомий, тоді розрахуємо систему 
(3.11) відносно ввв iii 321 ,, . За методом Крамера отримаємо: 
,  ,  , 33
2
2
1
1 







 ввв iii  
де  
Cp
R
RLpR





1
0
0
111
2
21    головний визначник системи (3.11). 
Визначники 321 ,,    отримують шляхом заміни першого, другого, тре-
тього стовпців визначника   стовпцем правих чисел системи (3.11).  
Відомо, що коли в будь-якому визначнику один із стовпців складається з 
нулів, то цей визначник дорівнює нулю, тобто 321 ,,   = 0. Але виходячи з фі-
зичних міркувань ясно, що всі вільні струми не можуть дорівнювати нулю, оскі-
льки тоді не будуть виконуватись закони комутації. Тоді повинна виконуватися 
умова  0  і ми отримаємо невизначеність вигляду  
0
0
  для кожного з вільних 
струмів, розкривши яку, можна отримати дійсне значення того чи іншого вільно-
го струму. 
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Висновок: рівняння 0  називають характеристичним рівнянням. 
 Розкриємо визначник   системи (3.11):  
        0111 2112 



 RLpR
Cp
LpR
Cp
R ; 
 
022112 


Cp
LpRRRCpLpRR
; 
  0212122  RRRRCLpRLCp   квадратне рівняння, яке (3.12)
має два корені 1p  та 2p . 
2. Метод  вхідного опору –  більш легкий шлях отримання характеристич-
ного рівняння. 
За цим методом складають вираз для вхідного опору кола  jZ âõ  після 
комутації відносно вітки з джерелом ЕРС. При цьому припускають, що в колі діє 
саме синусоїдна ЕРС, а інші джерела ЕРС закорочують, а джерела струму - роз-
ривають. Для схеми рисунку 3.5: 
 
Cj
R
Cj
R
LjRjZ âõ








1
1
2
2
1 . 
Потім у виразі для  jZ âõ  замінюють j  на p і дорівнюють отриманий 
таким чином вираз  pZ âõ  до нуля:  
   
 



  0
1
1
2
221
CpR
RCpRLpR
 
  0212122  RRRRCLpRLCp   те ж саме квадратне рівняння, що і  
(3.12). 
 Якщо схема містить декілька джерел ЕРС, то вираз для вхідного опору 
складають відносно будь-якого джерела, інші закорочують (джерела струму роз-
ривають). Частіше для складання характеристичного рівняння застосовують саме 
цей метод, а метод головного визначника доцільний, коли схема після комутації 
дуже складна і важко записати вираз  jZ âõ . 
 
3.6 Визначення ступеня характеристичного рівняння 
 Ступінь характеристичного рівняння необхідно вміти оцінювати до безпо-
середнього розрахунку схеми, в якій досліджується перехідний процес, що дає 
можливість визначити трудомісткість подальших обчислень і допомагає вияв-
ленню помилки, якщо вона виникає при складанні характеристичного рівняння. 
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 Ступінь характеристичного рівняння дорівнює числу основних незалежних 
початкових умов після можливого спрощення схеми після комутації і не зале-
жить від виду діючої в схемі ЕРС. 
 Спрощення полягає в тому, що паралельно з’єднані ємності замінюють од-
нією еквівалентною ємністю  21 ССCeкв   і послідовно з’єднані індуктивності 
однією еквівалентною індуктивністю    21' LLL eкв  . 
Ступінь характеристичного рівняння не залежить від того, чи існує магніт-
ний зв’язок між індуктивностями схеми, або він відсутній. 
3.7 Властивості коренів характеристичного рівняння 
1. Число коренів характеристичного рівняння дорівнює ступеню цього  
рівняння. 
2. Всі дійсні корені характеристичного рівняння завжди від’ємні, оскільки 
вільний процес проходить за відсутності примусової сили, тому не може відбу-
ватися нескінченно довго, а для цього процес повинен бути затухаючим,  
тобто p <0. 
3. Рівняння другого ступеня може мати: 
 2 дійсні нерівні від’ємні корені; 
 2 дійсні рівні від’ємні корені; 
 2 комплексно-спряжені корені з від’ємною дійсною частиною. 
4. Рівняння третього ступеня може мати: 
 3 дійсні нерівні від’ємні корені; 
 3 дійсні від’ємні корені, з яких 2 однакові; 
 3 дійсні рівні від’ємні кореня; 
 один дійсний від’ємний корінь і два комплексно-спряжені корені з 
від’ємною дійсною частиною. 
3.8  Характер вільного процесу залежно від коренів 
характеристичного рівняння 
1. Характеристичне рівняння першого ступеня, тобто має один корінь: 
tp
в eAi
 . (3.13) 
де  р – коефіцієнт згасання 
              A  –  постійна інтегрування (залежить від параметрів кола, ЕРС, моменту 
включення). 
Характер зміни  свi  при  А> 0 наведений на рисунку 3.6. 
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iв(t) 
t 
A 
 
Рисунок 3.6 
Величину 
p
1
   називають сталою часу 
кола, тобто це час,  за який вільна складова вi  
зменшується в 71,2e  разів;   залежить від виду 
схеми та її параметрів. Покажемо це:  
 при 0t : AeAi opв 
 ; 
 при t :  
e
A
eAeAi p
p
в 


1
1
, тобто фу-
нкція вi  зменшилася в  e  разів. 
 
Постійна часу   дорівнює довжині піддотичної (рис. 3.6).  
 2. Характеристичне рівняння другого ступеня, тобто має 2 кореня. 
 При цьому можливі три випадки. 
2.1. Дійсні нерівні корені ap 1 ;  bp 2   (припустимо b  > a , тобто 
21 pp  , 21   ).  
В цьому випадку вільна складова має вигляд: 
 
tptptbta
в eAeAeAeAi
  21 1121 .                                          (3.14) 
 Характер зміни вільного процесу при різних за величиною і знаком пос-
тійних інтегрування 1A  та 2A  показаний на рисунках 3.7-3.10, де позначено: 
«1» – крива taeA 1 ; «2»   крива 
tbeA 2 ; 
«3»  результуюча крива, яка була отримана шляхом складання кривих «1» і «2». 
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2.2. Корені дійсні й рівні ppp  21 . Тоді вираз для  tiñâ  має вигляд: 
   tAAeeAeAi tptptpв   2121 . (3.15) 
На рисунку 3.11 представлені п’ять кривих, 
що показують можливий характер зміни функції 
 tAAe tp  21  при різних знаках сталих інтегру-
вання  1A і 2A : 
 крива «1»    1A >0; 2A >0.; 
 крива «2»   1A <0; 2A >0; 
 крива «3»    1A >0; 2A <0; 
 крива «4»   1A =0; 2A >0; 
   крива «5»    1A >0; 2A =0. 
 
 
Рисунок 3.11 
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Рисунок 3.7 
;01 A ;02 A  
21 AA   1 
3 
t 
2 
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2.3. Корені комплексно спряжені, тобто 02,1   jp . 
 Тоді вираз для  tiв  має вигляд:     teAi tв 0sin .                      (3.16) 
Формула (3.16) описує синусоїдне 
коливання з початковою фазою  , що за-
тухає з кутовою частотою 0  (рис. 3.12). 
Обвідна коливання визначається кривими 
teA    та « teA   ». Чим більше коефі-
цієнт згасання  , тим швидше затухає ко-
ливальний процес. Кутова частота вільних 
коливань 0  і коефіцієнт згасання   зале-
жать тільки від параметрів кола після ко-
мутації. A  і   визначаються значеннями 
параметрів схеми, початковими умовами і 
величиною ЕРС джерела. 
 
 
3.9 Визначення постійних інтегрування у класичному методі 
1 Характеристичне рівняння першого ступеня. 
Вільна складова струму  –  ptв eАi             ptïð eÀtiti  (3.17) 
       )0( e )0()0( 0   ÀiÀii ïð
p
ïð  (3.18) 
)0()0( ïðiiÀ  . (3.19) 
2 Характеристичне рівняння другого ступеня. 
2.1 Корені рівняння дійсні нерівні числа (p1 p2). 
Вільна складова струму  -  
 tptp
в eАeАi 21 21 . (3.20) 
    tptpïð eÀeÀtiti

 21 21 . (3.21) 
Для визначення постійних інтегрування А1 і А2 необхідно мати значення 
струму  i(t)  і значення  
t
i
d
d
  в нульовий момент часу, тобто )0(i  та 
0d
d
 
tt
i
. 
  
0

 
  
teA    
      teAtf t 0sin  
t 
Рисунок 3.12 
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У момент t=0: 
    )0()0(
0
2
0
1
11 
 pp
ïð eAeAii        (3.22) 
21)0( )0(     AAii ïð  . (3.23) 
 Похідна виразу (2.21) має вигляд 
     
d
d 21
2211
/ tptp
ïð epÀepÀti
t
ti 
 . (3.24) 
Отже,   2211/
0
0
d
d
 pÀpÀi
t
i
ïð
t


.  (3.25) 
Вирішивши спільно (3.23) і (3.25) при відомих  )0(i   і  
0d
d
 
tt
i
, знаходимо А1 і А2. 
2.2 Корені рівняння дійсні рівні числа (p1=p2=p), тобто 
tptp
в etАeАi
  21 ; (3.26) 
    tptpïð etÀeÀtiti   21 ; (3.27) 
    100 Àii ïð  , (3.28) 
    tptptpïð eptÀeÀepÀti
t
ti   221
/  
d
d
, (3.29) 
    21/
0
0
d
d
ÀpÀi
t
ti
ïð
t


, (3.30) 
Вирішивши спільно (3.28) і (3.30) при відомих )0(i  і 
0d
d
 
tt
i
, знайдемо  А1  і  А2. 
2.3  Корені рівняння комплексно-спряжені числа ( 012   jp ), тобто: 
    teАi tв 0sin , (3.31) 
        teÀtiti tïð 0sin , (3.32) 
  sin)0(0  Aii ïð , (3.33) 
           teÀteÀti
t
i tt
ïð 000
/ cossin
d
d
, (3.34) 
     cossin0
d
d
0
/
0


ÀÀi
t
i
ïð
t
. (3.35) 
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Вирішивши спільно (3.33) і (3.35) при відомих )0(i  і 
0d
d
 
tt
i
, знайдемо А1 і . 
3.10 Порядок розрахунку перехідних процесів класичним методом 
 1. Довільно вибираємо напрями струмів (напруг) у вітках кола. 
 2. Записуємо рішення для струмів і напруг у загальному вигляді, тобто у ви-
гляді суми примусових і вільних складових:      tititi âïð  ,      tututu впр  . 
 3.Визначаємо незалежні початкові умови (шляхом розрахунку схеми до 
комутації) і залежні початкові умови (шляхом складання системи рівнянь за за-
конами Кірхгофа для моменту часу 0t ). 
 4. Вважаючи, що перехідний процес повністю закінчився, для схеми після 
комутації визначаємо примусові складові струмів і напруг. 
 5. Для схеми після комутації складаємо характеристичне рівняння, знаходимо 
його рішення і визначаємо вигляд вільних складових струмів і напруг (п. 3.8). 
6. За допомогою незалежних і залежних початкових умов визначаємо пос-
тійні інтегрування (п. 3.9). 
 7. Остаточно записуємо закони струмів  ti  і напруг  tu  при перехідному 
процесі. 
 
3.11 Деякі особливості перехідних процесів 
 Розглянемо схему  на рисунку 3.13. 
 Нехай ключ знаходиться в положенні 
«1», а корені характеристичного рівняння 
0
1



Cp
LpR  комплексно-спряжені 
числа: 














CLL
R
j
L
R
p
1
42 2
2
2,1 .    (3.36) 
Таким чином, має місце коливальний процес з вільною частотою 0 . 
Потім ключ перемикається у положення «2». Розглянемо два випадки для 
струму   âïð iiti  , який виникає під час перехідного процесу. 
 1-й випадок: значення кутової частоти вільних коливань 0  майже дорів-
нює кутовій частоті синусоїдної ЕРС джерела  0  , а коефіцієнт згасання    
дуже малий (коло з малими втратами). 
1 2  
C  
R  
E   te  
L  
Рисунок 3.13 
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 У цьому випадку додавання примусової і вільної складових дає коливання, 
для якого є характерним биття амплітуди (рис. 3.14). 
2-й випадок: кутова частота вільних коливань 0  дорівнює кутовій частоті 
синусоїдної ЕРС джерела  0  . 
У цьому випадку результуюче коливання має вигляд    рисунок 3.15. 
 
 
 
3.12  Деякі задачі, пов’язані з перехідними процесами 
в електротехнічній практиці 
1. Небезпечні перенапруги, що виникають при розмиканні віток  
у колах, які містять індуктивності. 
При розмиканні ключів в електричних колах, які містять значні індуктив-
ності, на конкретних ділянках електричних кіл 
можуть виникати напруги, які набагато разів пере-
вищують встановлені значення. Напруги, які пере-
вищують встановлені значення, називають перена-
пругами. Вони можуть викликати пробій ізоляції і 
вивести з ладу вимірювальну апаратуру. 
Так при розмиканні ключа у колі з парамет-
рами 100R Ом; 10L Гн; 100Е (В) в момент 
часу 0t  через коло « LRвольтметр  » протікатиме струм 
      10 0  

R
E
e
R
E
e
R
E
i L
RtL
R
 А. 
Якщо опір вольтметра 3VR кОм, то на ньому в момент часу 0t  буде 
напруга, яка дорівнює 3000 В. Це може викликати перегорання котушки прила-
ду. Тому при комутації необхідно спочатку відключити вольтметр, а потім розі-
мкнути ключ. Насправді, напруга на вольтметрі буде меншою, оскільки розми-
кання звичайно супроводжується дугою. 
 
 
Рисунок 3.15 
0   
Рисунок 3.14 
0   
R  
L  Е
V
Рисунок 3.16 
 ti  
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 2.  Коротке замикання LR   кола (рис. 3.17). 
Загальне рішення для струму  –   впр iiti   
Примусова складова стуму  –  0ïði . 
Незалежна початкова умова  –   
1
0
RR
E
i

 . 
Характеристичне рівняння та його корінь: 
L
R
pLpRZвx  0    с
-1. 
Таким чином,  
t
L
R
впр eAiiti

 . (3.37) 
За допомогою Н.П.У.:    ,
11
t
L
R
e
RR
E
tiA
RR
E 





 А       (3.38) 
струм згасає тим швидше, чим більше 
L
R
p  , або чим менше стала часу   (при 
малих значеннях L  і великих значеннях R ).  
ЕРС  самоіндукції при 0t  дорівнює напрузі на опорі R  і в момент кому-
тації підтримує значення струму на початковому рівні: 
     
t
L
R
LL eRR
R
E
dt
tdi
Ltute





1
, В. (3.39) 
 З енергетичного погляду процес комутації в LR   колі характеризується 
тим, що вся енергія, яка була запасена до моменту комутації у магнітному полі 
котушки, під час перехідних процесів перетворюється на тепло в опорі R . 
 Перехідні процеси в LR   колі необхідно враховувати у багатьох випадках 
електротехнічної практики. Так, обмотку збудження потужної електричної ма-
шини при необхідності швидко зняти збудження не відключають від джерела 
живлення безпосередньо, а замикають на розрядний опір розрR , в якому енергія 
магнітного поля перетворюється на тепло (рис.3.18). 
 Якщо просто розімкнути коло обмотки збудження, то навіть за наявності 
електричної дуги струм дуже швидко 
зменшується до нуля (велике значення  
 
td
tid
)  і оскільки індуктивність ÇL  
обмотки збудження є великою, то в ній 
виникає значна за величиною ЕРС  
розрR  
ÇL  
ÇR  
+ 
- 
Рисунок 3.18 
1R
R  
L
E  
 ti  
 tuL  
Рисунок 3.17 
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самоіндукції 
 
td
tid
Le ЗL  , яка може пробити ізоляцію на корпус або ізоляцію 
між витками. Вводячи розрR , ми збільшуємо сталу часу 
Çðîçð RR
L
p 

1
  (до 
введення розрR  стала часу дорівнювала 0

ÇR
L
 ) і  тому 
 
td
tid
 зменшується. 
 
 
 
 3. Включення LR   кола на постійну напругу (рис. 3.19). 
  впр iiti     R
E
iпр       
t
L
R
eA
R
E
ti
L
R
p

 . 
 Н.П.У.:    00 i 
R
E
AA
R
E
0     









 t
L
R
e
R
E
ti 1 ,  А.               (3.40) 
    ,
t
L
R
t
L
R
L eEeLL
R
R
E
td
tid
Ltu






  В. (3.41) 
Струм   ti  зростає тим повільніше, чим більше стала часу кола  , тобто, 
чим повільніше затухає вільний струм. Енергія, яку отримуємо від джерела, йде 
частково на збільшення енергії магнітного поля котушки, а частково переходить 
в тепло. Криві  tuL  і  ti   –  на рисунку 3.20. 
 4. Включення LR   кола на синусоїдну напругу     um tUtu   sin . 
 Сталий струм прi : 
   umïð tZ
U
i sin  - відстає від напруги  tu  на кут зсуву фаз  , (3.42) 
Рисунок 3.20 
 
uL(t) 
uL(t), i(t) 
E 
t 
E/R 
i(t) 
R  
E  
L  
Рисунок 3.19 
 tuL  
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де  22 LRZ      модуль повного опору, (3.43) 





 
R
L
arctg

 . (3.44) 
 Вільний струм, як у попередньому випадку 
t
L
R
в eAi

 ; 
 
   
t
L
R
u
m
âïð eAtZ
U
iiti

 sin . 
 Н.П.У.:     A
Z
U
i u
m  sin000 . Тоді    umZ
U
A sin . 
 Остаточно одержуємо:  
 
 

   
t
L
R
u
m
u
I
m e
Z
U
t
Z
U
ti
ïðm

  sinsin , А. (3.45) 
Поступово із згасанням вільного струму перехідний струм прагне до зна-
чення сталого струму – на рисунку 3.21. Якщо в момент включення 
2

 u  
(або «
2

 »), а постійна часу кола велика ( 0R ,   та  90 , вільний струм 
затухає повільно), то приблизно через півперіоду після включення струм досягає 
майже подвійної амплітуди сталого струму: 
Z
U
Ii mïðm  22max , але за жодних 
умов струм не може перевищити подвійної амплітуди сталого струму  –   
рисунок 3.22. 
 Якщо в момент  0t   0u  (або  ), то в колі відразу встановиться 
примусовий режим. 
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 5. Коротке замикання CR   кола (рис. 3.23). 
 Конденсатор був заряджений від джерела 
ЕРС до напруги EU 0 , а після замикання 
ключа розряджається через резистор R. 
 Н.П.У.:   EUuC  00 . 
 Примусові значення напруги на ємності 
С  і струму через неї дорівнюють нулю: 
,0ñïðu  0Cпрi . 
 Характеристичне рівняння: 
CR
p
Cp
RZâx 



1
0
1
  с-1. 
Загальне рішення  –    CR
t
CâC eAutu 

 . (3.46) 
 tuC  
E  
1R  
R  
 ti  
C  
Рисунок 3.23 
i(t)=iпр+iв 
iв 
i(t) 
i(t) 
 t 
iпр 
i(t)=iпр+iв i(t) 
t 
iпр 
iв 
i(t) 
Рисунок 3.22 
Рисунок 3.21 
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Якщо 0t , то      CR
t
CC eUtuUu 

 000 , В. 
(3.47) 
    CR
t
CR
t
C e
R
U
e
CR
UC
td
tud
Cti 










 00
1
, А. (3.48) 
 Постійна часу CR   тим більше, чим більше С  і тим повільніше прохо-
дить розряд ємності. З енергетичного погляду процес короткого замикання 
CR   кола характеризується переходом енергії, 
яка була запасена до комутації в електричному 
полі ємності, в тепло в резисторі R . 
   
2
2
0
0
2
2
2
0
0
2 UCdteR
R
U
Rdtti CR
t 
 



.  (3.49) 
 Зазначимо, що практично будь-яка вітка з 
опором R і ємністю С  має деяку, хоча і малу, 
індуктивність, тому струм  ti  почне змінюва-
тися з нуля, але дуже швидко досягне значення, 
дуже близького до 
R
U0 , а потім зменшувати-
меться практично за експонентою. 
 Криві  tuC  і  ti     рисунок 3.24. 
6. Включення CR   кола на постійну напругу EU   (рис. 3.25). 
Н.П.У.:   00 Cu . 
Характеристичне рівняння, як і у поперед-
ньому випадку, отже   CR
t
Cв eAu


 . 
Примусова складова  Euïð  . 
Загальне рішення: 
   

CR
t
CвCпрC eAEuutu  
  ,CR
t
C eEEtu


  В.  (3.50) 
 Струм через ємність з часом знизиться до нуля (рис. 3.26): 
     
t
CR
t
CRC e
R
E
e
CR
EC
td
tud
Cti













11
1 , A. (3.51) 
  
 
uC(t) 
uС(t), i(t) 
U0 
t 
R
U0  i(t) 
Рисунок 3.24 
 ti  
Рисунок 3.25 
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Енергія джерела живлення при проходженні струму  ti  частково перехо-
дить в тепло, частково йде на зарядку конденсатора (енергія поділяється на рівні 
частини): 
     


000
dttiudttiudttiU CR . (3.52) 
       tduCdtti
dt
tdu
Cti C
C  ;   RtiuR  . (3.53) 
   


UE
CC
UE
C dutuCRdttiduCU
00
2
0
. (3.54) 
 
2
2
2
0
22
2
UC
RdttiUC
UC






.                       (3.55) 
Вираз (3.55) показує, що енергія, яка пе-
реходить в тепло при включенні CR   кола, не 
залежить від величини опору R. 
 7. Включення CR   кола на синусоїдну 
напругу:    um tUtu   sin . 
           Як і у попередньому випадку:   CвCпрC uutu  ; 
t
CR
Cв eAu


1
; 
Н.П.У.  –    00 Cu  . Примусову складову струму знаходимо символічним мето-
дом: 
 
 





 u
mumm
ïðm Z
U
CjR
U
Z
U
I
1
, (3.56) 
де 
RC
arctg




1
, (3.57) 
  22 1 CRZ   . (3.58) 
 Напруга на ємності (комплексне значення): 
 
 2
21
















 u
muïðm
ïðmmCïð CZ
U
C
I
C
jIU .  (3.59) 
Миттєве значення напруги на ємності: 
   
t
CR
u
m
C eAtCZ
U
tu




1
2sin 

. (3.60) 
 
uC(t) 
uС(t), i(t) 
t 
R
E
 
i(t) 
uпр=E 
Рисунок 3.26 
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 При  0t    




 

 A
CZ
U
u
m
2
sin0



 





 


2
sin


 u
m
CZ
U
A . (3.61) 
 Остаточно: 
 
t
CR
u
m
u
m
C eCZ
U
t
CZ
U
tu








 






 


1
2
sin
2
sin






,   В. (3.62) 
 Криві  tuC ,  tuCïð ,  tuCв  в загальному випадку аналогічні за виглядом 
кривим на  рисунку 3.21 (замість  i    Cu ). 
 Якщо в момент 0t   значення   u  (або 0u ), а стала  
часу CR   велика (  ), то приблизно через T
2
1
 крива  tuC  досягне 
майже подвійної амплітуди сталого режиму. Тобто 
Cz
U
u mC 


2max . 
Криві  tuC ,  tuCïð ,  tuCв  в цьому окремому випадку – аналогічні за ви-
глядом кривим на рисунку 3.22 (замість  i    Cu ).  
8. Перехідні процеси в послідовному коливальному контурі (рис. 3.27). 
 Характер вільного процесу залежить лише від параметрів 
CLR   кола, тобто, інакше кажучи, від виду коренів характе-
ристичного рівняння:  
  01 

 Lp
Cp
RpZâx .                                                  (3.63) 
Характеристичне рівняння     0
12 


CLL
R
pp . (3.64) 
Корені характеристичного рівняння    
CLL
R
L
R
p






1
42 2
2
2,1 . (3.65) 
 Таким чином, характер вільного процесу залежить від знака підкорінного 
виразу (3.65)  коренів рівняння (3.64). 
 Розглянемо розряд конденсатора, зарядженого до напруги  0U  через резистор 
і котушку індуктивності. При розмиканні ключа, оскільки джерело живлення  
відсутнє, відсутні й примусові значення струму і напруг на елементах схеми. 
Н.П.У.  при цьому     00 UuC  ,   00 i . 
C  
R  
L  
Рисунок 3.27 
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 8.1 Розглянемо аперіодичний розряд конденсатора (дискримінант квадрат-
ного рівняння (3.64) є додатним числом, 0D ), при якому напруга на конденса-
торі монотонно спадає від значення 0U  до нуля, тобто не відбувається перезаря-
ду конденсатора. При цьому 
2
2
4 L
R

>
CL 
1
 або 
C
L
R  2 , а корені рівняння  
( 21, pp ) дійсні і різні. Вільні складові напруги і струму: 
  tptpCCв epAepAtuu

 21 2211 ;  (3.66) 
    tptpCв epACepACtd
tud
Ctii

 21 2211 . (3.67) 
 З енергетичного погляду це значить, що при розряді конденсатора, енергія, 
яка віддається ним, частково переходить в енергію магнітного поля котушки, а 
більша її частина поглинається в резисторі. Починаючи з деякого моменту часу, 
в тепло переходить не тільки енергія електричного поля ємності, але і та енергія 
магнітного поля котушки, що залишилася.  
 Дотична до кривої uC(t) у момент t=0 паралельна осі часу ( 0
0

t
C
dt
du
).  
Точки перегину t1  і t2 можна знайти відповідно так:  0
dt
di
, 0
dt
duL . 
Графік )(tuC  зображений на рисунку 3.28, а; графіки )(),( tuti L   –  на  
рисунку 3.28, б.  
 8.2 Розглянемо граничний випадок аперіодичного розряду конденсатора 
(критичний режим). При цьому D =0 
C
L
RR êð  2 . 
 Корені характеристичного рівняння ( 21, pp ) дійсні й рівні, а саме 



L
R
ppp
221
ptpt
Cв etAeAu  21 . 
tptptpC etApCeACeApC
dt
du
Cti   221)( , (3.68) 
0201   , UpAUA  , (3.69) 
    ptC etpUtu  10 , (3.70) 
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  ptpt et
L
U
etUpCti  00
2 , (3.71) 
      ptL etpUdt
tdi
Ltu  10 . (3.72) 
 8.3 Періодичний (коливальний) розряд конденсатора (D<0 
C
L
R  2 ). 
Корені  комплексно-спряжені числа, а саме 
   
0
1
42 2
2
02,1


 













CLL
R
j
L
R
jp  
    teAutu tCвC 0sin)( . (3.73) 
         ttAeC
dt
du
Cti tC 000 cossin)( . (3.74) 
 Вирішуючи спільно рівняння
 
   






cossin00
sin0
0
0
AAi
AUuC ,  
знаходимо    і  А: 
,0


 tg   CL
U
AUU LmCm 
0
0

,  (3.75) 
де  LmCm UU ,   максимальні значення напруги на ємності й індуктивності.  
 Остаточні вирази: 
    teIti tm 0sin)( , А; (3.76) 
    teUtu tLmL 0sin)( , В; (3.77) 
    teUtu tCmC 0sin)( , В. (3.78) 
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3.13 Операторний метод розрахунку перехідних процесів 
Операторний метод заснований на використанні поняття про зображення 
функцій часу. В операторному методі кожній функції часу відповідає функція 
нової змінної, яка позначається буквою р, і навпаки – функції змінної р відпові-
дає певна функція часу.  
Функцію часу (струм, напруга, заряд, ЕРС) позначають  tf  і називають 
оригіналом. Їй відповідає функція, що називається зображенням  pF . 
Перехід від функції часу t до функції  змінної  р  здійснюють за допомогою 
прямого перетворення Лапласа:  
    tdetfpF tp

 
0
, (3.79) 
де    pF  – функція, що називається зображенням; 
        tf  – оригінал (функція часу); 
       p  –  комплексне число вигляду bjap  , 
        а – дійсна частина; 
        b –  уявна частина цього комплексного числа. 
        а)                                                                    б)  
Рисунок 3.28 
б 
tp
e
pp
pU 


 1
12
20  
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

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0  t  
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 
tpe
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
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Таким чином, операторний метод розрахунку перехідних процесів є мето-
дом розрахунку, заснованим на перетворенні Лапласа і дозволяє звести операцію 
диференціювання до множення, а операцію інтегрування    до ділення на p . 
 Відповідність між функціями  pF  і  tf  записують так:  pF      tf . 
 Знак  «   » називають знаком відповідності. 
 Інтеграли з верхньою границею, що дорівнює нескінченності, називають 
невласними. Якщо в результаті інтегрування і підстановки границь одержують 
будь-яке число (не нескінченність), то говорять, що інтеграл збігається. В курсі 
математики доводиться, що інтеграл (3.79), до складу якого входить функція 
tbjtatp eee   , збігається тільки у тому випадку, коли модуль функції  tf  
якщо і збільшується із зростанням  t, то все ж таки повільніше, ніж модуль функ-
ції tpe   (модуль дорівнює tae  ). 
3.14 Зображення деяких простих функцій 
 1. Зображення постійної    Atf  .  
 Підставимо А  замість  tf  в інтеграл (3.79). 
    .1
0
00
p
A
e
p
A
ed
p
AtdeApF tptptp 







 




     
                                                 A      
p
A
.                                                                  (3.80) 
 2. Зображення показової функції  te  . 
 Підставимо замість  tf  в інтеграл (3.79) функцію te  : 
        






 





 

 ptde
p
tdetdeepF ptpttpt
000
1
   










pp
e
p
pt 110
11
0
.                                (3.81) 
Отже: 
te        
p
1
  (3.82) 
Розглянемо висновки формули (3.82): 
а) зображення оператора обертання   tje         
 jp
1
;  (3.83) 
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б) зображення комплексу синусоїдного струму      tIti m sin , який відпо-
відно до формули Ейлера може бути подане у вигляді 
  tj
m
tj
m eIeI
   .                                                                                       (3.84) 
Зрозуміло, що відповідно до формули (3.83): tjm eI
       
 jp
I m ;              (3.85) 
в) зображення  функції te  : 
te      
p
1
. (3.86) 
 3. Зображення першої похідної функції  tf . 
Потрібно знайти зображення першої похідної функції 
 
td
tfd
, якщо відомо, 
що значення функції  tf  при  0t   дорівнює  0f . 
Піддамо функцію  
 
td
tfd
  перетворенню Лапласа. 
    tfdetde
td
tfd tptp 




00
.  (3.87) 
Застосуємо інтегрування за частинами:    udvvuvdu , 
де ue tp  ;  tfv  ;    dvtfd  ; dudtepde tptp   . 
        tptptp edtftfetfde 



  
0
0
0
. (3.88) 
     0000 fftfe tp   . (3.89) 
       pFpdtetfpedtf tptp  



00
 (3.90) 
              Таким чином,  
 
td
tfd
         0fpFp    (3.91) 
 
Розглянемо висновки формули (3.91), а саме зображення напруги на індук-
тивності   
td
id
LuL  . 
Нехай   pI       ti , а   0i  – значення функції  ti  у момент часу 0t . 
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За формулою (3.91)  –    
td
id
        0ipIp  . Отже: 
td
id
L          0iLpFLp  .  (3.92) 
  0iL    –  внутрішня ЕРС, що обумовлена запасом енергії магнітного поля 
в індуктивності в результаті протікання через неї струму  0i  безпосередньо пе-
ред комутацією. 
          Якщо    00i   Lu       pFLp  .   
 4. Зображення інтеграла 
 Нехай  tf  - оригінал; а  pF   –  зображення функції  tf . Знайдемо зобра-
ження функції   tdtf
t

0
, для чого піддамо її перетворенню Лапласа: 
 
    tp
t
tp
t
detdtf
p
tdetdtf 



  

















0 00 0
1
. (3.93) 
Інтеграл беремо за частинами, а саме -   udvvuvdu , 
де   tdtfu
t

0
; tpev  ;    vded tp  ,     tdtftdtfdud
t









 
0
. 
Таким чином: 
 
       
p
pF
tdetf
p
etdtf
p
edtdtf
p
tp
vu
tp
t
tp
t


















 




 
0
0
00 0
111
  
. (3.94) 
Отже     tdtf
t

0
     
 
p
pF
. (3.95) 
Розглянемо наслідок формули (3.95), а саме зображення напруги на ємності: 
     
t
CC tdtiC
utu
0
1
0 . Врахуємо, що напруга на ємності визначається не тільки 
струмом, що протікає через неї, але і тією напругою, яка була на ній при 0t . 
Відповідно до формули (3.95) зображення   
t
tdi
C 0
1
 дорівнює 
 
pC
pI

, а зо-
браження постійної  0Cu  дорівнює  
 
p
uC 0 .  
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Отже 
 tuC     
   
p
u
pC
pI C 0

. (3.96) 
Доданок 
 
p
uC 0   – внутрішня ЕРС, обумовлена запасом енергії електричного 
поля в конденсаторі до комутації внаслідок напруги на ній  0Cu  безпосередньо 
перед комутацією. 
Інші найпростіші операторні співвідношення наведені в довідниках. 
 
3.15 Деякі теореми й граничні співвідношення  
 1. Теорема зсуву в області оригіналів (теорема запізнювання ). 
Нехай  pF      tf , тоді зображенням функції  tf  є функція  pFe p   : 
 tf      pFe p   . (3.97) 
 2. Теорема зсуву в області зображень. 
 Якщо зображенню  pF  відповідає функція  tf , то зображенню  pF  
відповідає функція  tfe t  . Доказ проводиться шляхом підстановки функції 
 tfe t   у формулу перетворення Лапласа. 
 pF  tf     pF        tfe t  . (3.98) 
 3. Теорема про зміну масштабу (теорема подібності). 
 Якщо функції  tf  відповідає зображення  pF , то функції 
 tf   відповідає зображення 






p
F
1
, тобто  tf       






p
F
1
. (3.99) 
 4. Визначення  початкового значення функції  0f  за зображенням функції 
 pF :    pFp
p
f 

 lim0
  
.                                                                              (3.100) 
 5. Визначення  сталого значення функції часу  f  за зображенням функ-
ції  pF :    pFp
p
f 

 lim
0  
.                                                                         (3.101) 
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3.16 Закони Ома і Кірхгофа в операторній формі 
 Запишемо другий закон Кірхгофа в ін-
тегрально-диференціальній формі для схеми 
синусоїдного струму (рис. 3.29), режим після 
комутації: 
         teutdti
Ctd
tid
LRti C
t
  0
1
0
    (3.102) 
 Замінимо оригінали відповідними зо-
браженнями за умови, що   pI      ti : 
 
           pE
jp
E
p
u
Cp
pIiLpIpLRpI mC 





01
0 . (3.103) 
Таким чином, вираз (3.103) – другий закон Кірхгофа в операторній формі 
для кола після комутації схеми рисунку 3.29. 
У загальному вигляді другий закон Кірхгофа в операторній формі: 
 
       pEpZpI KKK , (3.104) 
де     pZpI KK   – операторне падіння напруги на деякій ділянці контуру; 
                pEK  – операторна ЕРС. 
 З формули (3.103) операторний струм  pI : 
 
 
           
 pZ
p
u
iLpE
Cp
LpR
p
u
iLpE
pI
CC 00
1
0
0 




 ,  (3.105) 
де  операторний опір ділянки кола 
–   
Cp
LpRpZ


1
               (3.106) 
 Вираз (3.105) – це закон Ома в 
операторній схемі для ділянки кола. 
 Операторна схема заміщення від-
повідно до формули (3.105) зображена 
на рисунку 3.30.  
 
 te  
C  
0R  
R  L  
 ti  
Рисунок 3.29 
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 Розглянемо перший закон Кірхгофа для миттєвих значень струмів. Для  
деякого вузла «а» (рис. 3.31):         04321  titititi . 
 Якщо застосувати перетворення 
Лапласа і скористатися тим, що зобра-
ження суми дорівнює сумі зображень, то 
отримаємо перший закон Кірхгофа в опе-
раторній формі для вузла «а» – на  
рисунку 3.32: 
        04321  pIpIpIpI . (3.107) 
 У загальному вигляді перший закон Кірхгофа в операторній формі: 
  0 pI . (3.108) 
 Висновок: операторні струми і напруги  можна розраховувати будь-яким 
раніше вивченим методом, оскільки операторні схеми заміщення підкоряються 
законам Ома і Кірхгофа в операторній формі. 
 
3.17 Послідовність розрахунку операторним методом 
 1. Складають рівняння для кола після комутації за законами Кірхгофа в  
інтегрально-диференціальній формі. 
 2. Здійснюють заміну оригіналів відповідними зображеннями. 
 3. Складають операторну схему заміщення. 
 4. Використовують будь-який метод розрахунку і визначають операторні 
струми і напруги. 
 5. Здійснюють перехід від операторних струмів і напруг до струмів і на-
пруг функції часу (перехід від зображень до оригіналів) за допомогою формул 
відповідності або за допомогою формули розкладання. 
 
3.18 Формула розкладання 
 У результаті розрахунку операторний струм  pI  може являти собою спів-
відношення  двох поліномів, тобто 
 
   
  0111
01
1
1
...
...
bpbpbpb
apapapa
pM
pN
pI
m
m
m
m
n
n
n
n






 , (3.109) 
 де  n   –  ступінь полінома чисельника; 
               m   –  ступінь полінома знаменника. 
а 
i1(t) i2(t) 
i3(t) i4(t) 
Рисунок 3.31 
а 
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Рисунок 3.32 
I2(p) 
I3(p) I4(p) 
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 Якщо n < m , що справедливо для всіх електричних кіл, що фізично існу-
ють, а також якщо рівняння   0pM  не має кратних коренів, то дріб (3.109) 
може бути подана у вигляді 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
,
1
111
1
/
/
22
/
2
11
/
1

 








m
k KK
K
KK
K
pppM
pN
pppM
pN
pppM
pN
pppM
pN
pM
pN
pI
 (3.110) 
 де Kppp ,..., 21   –  корені рівняння   0pM . 
 Таким чином, перехід від зображення  
 
 pM
pN
 до оригіналу (функції часу) ви-
конують за допомогою формули розкладання, беручи до уваги, що tpke        
kpp 
1
: 
 
 pM
pN
    
 
 
tp
m
k k
k ke
pM
pN 


1
/
. (3.111) 
 Важливо зробити деякі зауваження до формули (3.111): 
 1. Формулу розкладання застосовують за будь-яких початкових умов і при 
будь-яких формах напруги, що діє у схемі. 
 2. Якщо початкові умови не нульові, то до складу полінома  pN  ввійдуть 
внутрішні ЕРС. 
 3. Якщо зображення струму має вигляд    
 pM
pN
pI  , а рівняння другого 
ступеня   0pM  має комплексно-спряженні корені, то складові, відповідні їм в 
правій частині формули (3.111), будуть також комплексно спряженими і в сумі 
дадуть дійсне число. Оригінал струму знаходять так (струм не має примусової  
складової): 
   
 
tpe
pM
pN
ti  1
1
/
1Re2 , (3.112) 
 де  01   jp . 
 4. Якщо зображення струму має вигляд     
 
 
 pMp
pN
pM
pN
pI
1
 , а рівняння 
другого ступеня   01 pM  має комплексно-спряженні корені, то оригінал стру-
му знаходять за формулою     
 
 
 
tpe
pMp
pN
M
N
ti 

 1
111
1
1
Re2
0
0
,              (3.113) 
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 де  
 
 0
0
1M
N
iïð    – примусова складова струму. 
 5. Якщо у схемі діє синусоїдна ЕРС, і зображення її має вигляд 
 jp
E m  
(де  jmm eEE ), то при використанні формули розкладання з правої її частини 
для переходу від комплексу до миттєвого значення береться коефіцієнт при j  
(уявна частина). Відповідно до цього внутрішні  ЕРС, які з’являються в правій 
частині формули розкладання за ненульових початкових умов в синусоїдних ко-
лах, повинні бути помножені на коефіцієнт « j », тобто будемо мати внутрішні 
ЕРС такого вигляду  –  «  0iLj  »  і  «  
p
U
j C
0
 ». 
У колах з постійною ЕРС внутрішні ЕРС на « j » не помножаться. 
 6. Якщо ЕРС, що діє у схемі, синусоїдна, то примусова складова рішення 
входить до числа доданків 
 
 
tp
k
k ke
pM
pN  /  і визначається коренем jp  , тоб-
то  
 
 
tj
ïð e
jM
jN
i  


/
. 
Розглянемо приклад розрахунку операторним методом схеми рисунку 3.33. 
 Вихідні дані: E=200 В, С=5 мкФ, R1=100 Ом, R2=400 Ом. 
Знайти:  i1(t), uC(t) операторним методом. 
 Вирішення: 
 1. Складемо операторну схему замі-
щення для нульових початкових умов і з 
урахуванням того, що в схемі діє постійна 
ЕРС, тобто  pE     
p
E
 (рис. 3.34)  
2. Операторний опір кола: 
  






1
1
2
2
1
2
2
1 pCR
R
R
pC
R
pC
R
RpZ  
1002,0
5002,0
12
2121






p
p
pCR
RRCpRR
. 
  
Рисунок 3.34 
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 3. Операторний струм першої вітки: 
 
 
 
   5002,0
2004,0
5002,0
1002,0200
1 





pp
p
pp
p
pZ
p
E
pI . 
 4. Оскільки зображення має вигляд:    
 pM
pN
pI 1 , то застосуємо формулу 
розкладання:    
 
tkpe
pM
pN
ti
m
k k
k 
1
/1 , де kp    –  корені рівняння   0pM . 
 4.1 Знайдемо корені рівняння   0pM        ,05002,0  pp тобто 
.2500 ,0 21  pp  
 4.2 Знайдемо похідну знаменника, тобто   5002,02/  ppM . 
 4.3 Підставимо  у вирази  pN ,  pM /  корені 21  , pp .  
    5000/1/  MpM ;     5002500/2/  MpM ;     20001  NpN ; 
    80025002  NpN .  
Підставимо все знайдене у формулу розкладання: 
  ttt eeeti  



 

  250025000 6,14,0
500
800
500
200
1 , А. 
 5. Визначимо операторну напругу на ємності (за другим законом  
Кірхгофа):         1111 RpIp
E
pU
p
E
RpIpU CC  .  
Отже: 
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Скористаємося формулою відповідності: 
 app 
1
     tae
a
 1
1
 
У нашому випадку : 
а=2500       tt eetuC   25002500 116012500
104 5
,  В. 
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3.19 Розрахунок перехідних процесів у колах із взаємною  
індуктивністю 
Для схеми на рисунку 3.35 при 
0t  маємо нульові незалежні поча-
ткові умови, тому внутрішні ЕРС 
для операторної схеми заміщення 
дорівнюють нулю.  
Порядок розрахунку. 
1. Для схеми після комутації склада-
ємо систему рівнянь за законами  
Кірхгофа: 
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(3.114) 
 2. Переходимо від оригіналів до зображень і отримаємо систему рівнянь в 
операторній формі: 
     
             
       



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0
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1222233
2212221111
321
pMIppILpRpIRpI
pERpIpMIppILppMIppILpRpI
pIpIpI
. (3.115) 
 3. Розв’язуємо рівняння  (3.115) і знаходимо операторні струми  pI1 ; 
 pI2 ;  pI3 . 
4. Використовуємо формули відповідності або формулу розкладання і пе-
реходимо від струмів до струмів функції часу (оригіналам). 
 
3.20 Перехідна провідність. Перехідна функція за напругою 
Введемо поняття перехідної провідності. Як відомо, струм в будь-якій вітці 
схеми може бути поданий у вигляді добутку напруги на вході схеми і власної або 
взаємної провідності  tg , тобто: 
   tgUti                                                                                                            (3.116) 
де  tg   – перехідна провідність, функція часу t. 
1i  
3i  
2i  
3R  
2R  
1R  
 te  
1i  
Рисунок 3.35 
 
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Перехідна провідність чисельно дорівнює перехідну струму вітки, якщо на 
вході схеми подати постійну напругу величиною 1 В. При цьому    tgti  . Ви-
значається  tg  розрахунком і дослідним шляхом. 
Так, для схеми на рисунку 3.2: 
 
t
L
R
впр eR
E
R
E
iiti

 .                                                                                 (3.117) 
Вважаємо 1E В     




 
 tL
R
e
R
ti 1
1
. 
Таким чином:   




 
 tL
R
e
R
tg 1
1
.                                                        (3.118) 
Існує поняття перехідної функції за напругою   tk  – це безрозмірна вели-
чина, яка чисельно дорівнює напрузі між точками a і b схеми, якщо на вхід сис-
теми подана стала  напруги в 1 В:     tkUtUab                                            (3.119) 
3.21  Інтеграл Дюамеля 
При використанні інтеграла Дюамеля змінну, за якою проводимо інтегруван-
ня, позначимо через  ; а t   –  це момент часу, в який потрібно знайти струм кола. 
Нехай до кола з нульовими початковими умовами у момент 0t  підклю-
чається напруга   u    –  рисунок 3.36. Щоб знайти струм у момент часу t , замі-
нимо плавну криву  u  ступінчастою і підсумуємо струми від початкової напруги 
 0u  і від всіх сходинок напруги, які вступають в дію із запізнюванням у часі. На-
пруга  0u  в момент часу t  викличе в колі струм     tgu 0    (  tg   –  перехідна 
провідність).  
В момент часу    виникає стрибок 
напруги: 
  







 /u
d
ud
u .                     (3.120) 
Щоб знайти складову струму в момент t , 
яка була викликана цим стрибком напруги u , 
треба    /u  помножити на значення перехі-
дної провідності з урахуванням часу дії стрибка 
до моменту часу t . Цей час дорівнює 
  t  (рис. 3.36). 
Отже, приріст струму дорівнює 
      tgu / . 
 
u(0) 
u 
 t-- 
t 
 
u() 
Рисунок 3.36 
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 Повний струм отримаємо, якщо підсумуємо всі часткові струми від окре-
мих стрибків напруги і додамо їх до струму    tgu 0 :  
             tgutguti /0 . (3.121) 
Перейдемо від суми до інтеграла і отримаємо інтеграл Дюамеля: 
           dtgutguti
t
 
0
/0 . (3.122) 
 За допомогою інтеграла Дюамеля можна знайти не тільки струм, але і на-
пругу (замість  tg  у формулу (3.122) входитиме  tk ).  
3.22 Послідовність розрахунку за допомогою інтеграла Дюамеля 
 1. Визначаємо перехідну провідність  tg . 
 Для схеми рисунку 3.2   –     tpe
R
tg  1
1
; де 
L
R
p  . 
 2. Визначаємо  tg , тобто у формулі  tg  замінюємо t  на  t : 
      tpe
R
tg 1
1
.  
 3. Визначаємо  /u . 
Припустимо, вхідна напруга  tu  задана аналітично –    taetu  1100 , В. 
Тоді,   taeatu 100/  і, отже      aeau 100/  (знаходять  tu /  і в отрима-
ному виразі замінюють t  на   ). 
 4. Підставимо знайдені на етапах 1, 2, 3 функції у формулу (3.122) з ураху-
ванням того, що   00 u , інтегруємо за змінною  , підставимо межі інтегралу і 
знаходимо закон  ti . 
 Оскільки з формули (3.122) перший доданок випадає, то 
          deee
R
a
de
R
eati
t
tpaatp
t
a   


00
100
1
1
100  (3.123) 
Примітка: pte  від   не залежить (const), величина «а» – відома. 
3.23 Порівняння різних методів розрахунку перехідних процесів  
 Яким методом користуватися загалом залежить від навику і звички. Як 
класичний, так і операторний методи можна застосовувати для вирішення задач 
будь-якої складності. Але зробимо деякі зауваження: 
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 якщо порядок характеристичного рівняння більше двох, то доцільно застосо-
вувати операторний метод; 
 класичний метод більш фізично «прозорий» (якщо характеристичне рівняння 
має ступінь менше двох, то застосовують саме його); 
 операторний метод потребує достатньої математичної підготовки. 
 Основною областю застосування інтеграла Дюамеля є випадки, коли напруга, 
що впливає на електричне коло, змінюється в часі за складним законом. 
 
Контрольні питання до розділу 
1. Дайте визначення перехідних процесів та сформулюйте закони комутації. 
2. Дайте визначення класичного методу розрахунку перехідних процесів. 
3. Дайте визначення примусових і вільних складових струмів та напруг; неза-
лежних та залежних, нульових та ненульових початкових умов. 
4. Охарактеризуйте методи складання характеристичного рівняння: метод голо-
вного визначника і метод вхідного опору. 
5. Поясніть, як залежить характер вільного процесу від кількості та характеру 
коренів характеристичного рівняння. 
6. Поясніть, яким чином визначають сталі інтегрування у класичному методі.  
7. Дайте визначення операторного методу. Наведіть зображення постійної вели-
чини й показової функції, першої похідної та інтегралу. 
8. Дайте визначення законів Ома і Кірхгофа в операторній формі. 
9. Наведіть формулу розкладання для визначення оригіналу струму (напруги). 
10. Наведіть порядок розрахунку перехідних процесів операторним методом. 
11. Поясніть застосування інтеграла Дюамеля для розрахунку перехідних процесів. 
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РОЗДІЛ 4 СТАЛІ ПРОЦЕСИ В НЕЛІНІЙНИХ ЕЛЕКТРИЧНИХ КОЛАХ 
І МЕТОДИ ЇХ РОЗРАХУНКУ 
4.1 Загальні відомості і класифікація 
Раніше розглядалися лінійні кола, що містили лише лінійні елементи, для 
яких залежність між напругами, струмами, зарядами, магнітними потоками (по-
токозчепленнями) виражають лінійними функціями виду 
uCqiLiRu    ,  ,  . (4.1) 
Нелінійні електричні кола містять хоча б один нелінійний елемент (НЕ), 
який не може бути описаний за допомогою постійних коефіцієнтів. У цьому ви-
падку залежності (4.1) мають вигляд: 
) ,(  ), ,(  ), ,(
dt
du
ufq
dt
di
if
dt
di
ifu  , (4.2) 
тобто в загальному випадку спостерігається залежність не тільки від змінної, але 
й від швидкості її зміни. Якщо ж ми розглядаємо кола постійного струму, то за-
лежність (4.2) – це нелінійні вольт-амперна характеристика (ВАХ) )(ifu  , ве-
бер-амперна характеристика )( if  і кулон-вольтна характеристика )(ufq  . 
Нелінійні елементи поділяють на нелінійні опори, індуктивності і ємності. 
При постійних струмах у якості нелінійних можуть розглядатися лише кола з ре-
зистивними елементами, ВАХ яких не є прямою.  
Поділяються нелінійні елементи на дві групи. 
1. Некеровані НЕ (лампа розжарювання, електрична дуга, нелінійні напівп-
ровідникові опори, баретер та інші). Вони мають одну симетричну ВАХ (ВАХ 
лампи розжарювання – рисунок 4.1) або несиметричну ВАХ (ВАХ діоду –  
рис. 4.2). 
 
i, A 
u, B 
Рисунок 4.2 
i, A 
u, B 
Рисунок 4.1 
Iк, A 
Uкэ, B 
IБ1 
IБ2 
IБ3 
IБ4 
IБ5 
Рисунок 4.3 
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 2. Керовані НЕ (транзистори, тиристори) мають декілька ВАХ (сім’я ВАХ). 
Для таких елементів при їх включенні окрім основного кола є ще і керуюче коло, 
впливаючи на напругу або струм якого можна змінити ВАХ основного кола. На 
рисунку 4.3 показані вихідні статичні ВАХ біполярного транзистора для схеми із 
спільним емітером). 
Узагальнене позначення нелінійного елемента на схемах  – 
4.2 Загальна характеристика методів розрахунку нелінійних 
електричних кіл постійного струму 
 З методів, які розглядалися раніше, для розрахунку нелінійних кіл постій-
ного струму застосовують: 
 метод двох вузлів; 
 заміну декількох паралельно з’єднаних віток однією еквівалентною; 
 метод еквівалентного генератора. 
 Для проведення розрахунку, як правило, графічного, повинні бути відомі 
ВАХ нелінійних елементів, що входять у схему. 
4.3 Послідовне з’єднання нелінійних елементів 
Розрахунок схеми на рисунку 4.4 базується 
на другому законі Кірхгофа: 21 UUU  . При 
цьому напруга на вході кола U або струм I  повин-
ні бути заданими для визначення струму I (або на-
пруги U), а також напруг на елементах 1U  і 2U . 
Оскільки з’єднання послідовне, то загальним па-
раметром є струм. Результуючу ВАХ будуємо так: 
довільно задаємося різними значеннями струму і 
додаємо напруги на нелінійних елементах при  
кожному конкретному значенні струму – РХ на  
рисунку 4.5. 
 Розглянемо окремий випадок, коли послідо-
вно з’єднані активний опір і нелінійний елемент. 
Тоді немає необхідності будувати результуючу 
характеристику:  RIUfI HЕ  . 
 У цьому випадку розглядаємо рівняння RIUU HЕ   в режимі неробочо-
го ходу ( EUI HE    ,0 ) і в режимі короткого замикання ( R
E
IUHE  ,0 ). Потім 
1U  2U  
U  
Рисунок 4.4 
 
I, A 
U, B 
2 
1 
РХ 
I 
E U2 U1 
Рисунок 4.5 
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будуємо пряму, що сполучає точки з координатами  0,E , 





R
E
,0  і перетинає 
ВАХ нелінійного елементу – рисунок 4.6. Точка n – шукана точка, що визначає 
значення струму I. 
Можна застосувати і наступний спосіб (рис. 4.7): 
 побудувати ВАХ лінійного 
елемента за двома точками; 
 відкласти за осями напруг 
значення ЕРС E; 
 з точки з координатами  0,E  
побудувати перпендикуляр до 
його перетину з ВАХ ліній- 
ного елементу (точка m); 
 провести допоміжну пряму через точки  0,E  і m, яка перетне ВАХ нелінійно-
го елементу (n – шукана точка, що визначає значення струму I). 
 Якщо з нелінійним елементом послідовно вклю-
чене джерело постійної ЕРС (рис. 4.8), то для отри-
мання характеристики  UfI  , необхідно зсунути 
ВАХ нелінійного елемента  1UfI   на величину E  
вліво при вказаному на рисунку 4.8 напрямі ЕРС 
(рис. 4.10): EUU 1  EUU  1 .                                                              (4.3) 
 Таким чином, здійснюємо перехід від рисунку 4.8 до рисунку 4.9. 
 
 
 
 
 
 
 
4.4 Паралельне з’єднання нелінійних елементів 
 При паралельному з’єднанні елементів (рис. 4.11) загальним параметром є 
напруга на них. Тому результуючу ВАХ   21 IIfU    будуємо за першим за-
коном Кірхгофа: 21 III  . За результуючою ВАХ (рис. 4.12) при заданому 
I, A 
U, B 
Рисунок 4.6 
E 
R
E
 
n I 
I, A 
U, B 
I 
E 
n 
Рисунок 4.7 
m 
U  
1U  
E  
Рисунок 4.8 
U  
I  
Рисунок 4.9 
U 
I 
 1UI   UI  
1  
E  
Рисунок 4.10 
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струмі I  визначаємо U , а також струми в паралельних вітках 21, II . 
 Якщо ж була задана напруга U , а струми 21,, III  невідомі, то за напру-
гою на вході кола U  та заданими ВАХ кожного НЕ визначаємо струми 1I , 2I , а 
потім за першим законом Кірхгофа – загальний струм 21 III  . Як бачимо, в 
цьому випадку будувати результуючу характеристику  21 IIfU   не треба. 
 
 Розглянемо окремий випадок – парале-
льно з нелінійним елементом ввімкнене джере-
ло постійного струму j. У цьому випадку ВАХ 
ділянки кола, яке містить нелінійний елемент і 
джерело струму, знаходять зсувом характерис-
тики нелінійного елемента  UI Н  на величину 
струму джерела у бік додатних (для схеми  
рисунку 4.13) або від’ємних значень струму 
залежно від полярності джерела струму j:  
jII Н  ,                                                      (4.4) 
jII Н  .                                                       (4.5) 
 
 
 
 
4.5 Змішане (послідовно-паралельне) з’єднання 
нелінійних елементів 
 Для схеми на рисунку 4.15 після заміни двох паралельно з’єднаних нелі-
нійних елементів «2» і «3» одним еквівалентним нелінійним опором «2-3» одер-
жуємо послідовне з’єднання елементів «1» і «2-3» – схема на рисунку 4.16.  
При цьому будуємо результуючу ВАХ умовного НЕ «2-3» (див. п. 4.4). 
Рисунок 4.14 
U 
 UI  
I1 
I, А 
j 
 UI  
 UIH  
U 
I  
j 
IН  
U I  
Рисунок 4.13 
Рисунок 4.12 
1I  I  
U  
 IU  
 1IU  
 2IU  
U  
2I  I  
U  
2I  1I  
I  
Рисунок 4.11 
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 Подальший розрахунок схеми на рисунку 4.16, якщо задана напруга U, 
проводимо так: 
 будуємо результуючу ВАХ послідовно з’єднаних елементів «1» і «2-3» –  
рисунок 4.17; 
 визначаємо струм I1, а також напругу 1U  на першому НЕ  і напругу 23U  на 
паралельних вітках; 
 за напругою 23U  і заданими ВАХ елементів «2» і «3» визначаємо струми в 
паралельних вітках 2I  і 3I . 
4.6 Розрахунок нелінійного кола з двома вузлами 
Нехай для схеми на рисунку 4.18 задані значення Е1, Е2, Е3 і ВАХ усіх НЕ. 
Треба визначити  I1, I2, I 3. 
Існують два способи вирішення: 
1) графічний; 
2) чисельний.  
 Графічний складається з декількох 
етапів. 
1. Зсуваємо ВАХ кожного НЕ на вели-
чину заданої ЕРС у відповідній вітці  
(див. п. 4.3). 
 2. Будуємо результуючу характерис-
тику шляхом складання всіх ВАХ паралель-
них віток, отриманих на першому етапі 
(складання здійснюємо за правилами скла-
дання ВАХ паралельних віток – див. п 4.4). 
Таким чином, на даному етапі одержуємо характеристику  UI , де 
321 IIII  . Ця ВАХ зсунута відносно початку координат на деяку величину 
Е. Величину Е можна розглядати як ЕРС еквівалентного кола, що складається з 
3I  2I  
3  
2  
2  
1I  
3  
U  
1 
Рисунок 4.15 Рисунок 4.16 
3  
2  
U  
1I  
32   U 
1I  
Рисунок 4.17 
321   
1E  
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EU   
Рисунок 4.18 
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джерела ЕРС  Е  і послідовно з’єднаного з ним результуючого нелінійного  
опору  – рисунок 4.19. 
 3. Визначаємо точку перетину характеристики  UI  з віссю напруг, яка і є 
величиною напруги abU . Пояснимо це. Сума струмів 0321  IIII , отже в 
еквівалентному колі (рис. 4.19) струм відсутній. Тому   0 EUab  і звідси 
EUab  . 
 4. Визначаємо напруги на нелінійних елементах початкової схеми (рис. 4.18): 
 EEUEU ab  111 ;   EEUEU ab  222 ;   EEUEU ab  333 . (4.6) 
 5. За ВАХ кожного НЕ визначаємо струми I 1, I 2, I 3. 
 Графічний метод вимагає великої точності виконання побудов. 
 Чисельний метод дає можливість вирішити задачу при побудові тільки од-
ного графіка, а саме графіка залежності    IfUab . 
 Розглянемо порядок розрахунку. 
 1. Довільно задаємося значеннями напруги  ;...; /// EEUab    . 
 2. Знаходимо значення напруг 321  , , UUU  на НЕ при конкретному довіль-
ному значенні abU . 
 3. Визначаємо значення струмів 31 II   за ВАХ  
кожного НЕ. 
4. Будуємо графік залежності  abUfI  . 
Шукане значення EUab   відповідає точці   0I . 
 5. Визначаємо напруги на нелінійних елемен-
тах початкової схеми 321  , , UUU  за формулами (4.6). 
 6. За ВАХ кожного нелінійного елементу ви-
значаємо струми I 1, I 2, I 3. 
 Розрахунок, який зручно вести за допомогою таблиці, проводимо до тих пір, 
поки величина суми струмів  I  не змінить  знак.  
 Таблиця 4.1 – Зведена таблиця розрахунку чисельним методом 
EUab   EEU  11  I1 EEU  22  I2 EEU  33  I3  I  
/E         
//E         
…        
 
Uав,В 
 I , А 
E  
Рисунок 4.20 
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4.7 Розрахунок нелінійних кіл методом еквівалентного генератора 
 Якщо в складному електричному колі (рис. 4.21) є тільки одна вітка, що міс-
тить НЕ (його ВАХ відома), то визначення струму в ній зручно виконувати мето-
дом еквівалентного генератора. З цією метою виділяємо вітку з НЕ, а всю решту ча-
стину схеми розглядаємо як активний двополюсник (рис. 4.22, рис. 4.23).  
 Для еквівалентної схеми рисунку 4.23 знаходимо так звану напругу неробо-
чого ходу: 1н1 RIEU xabxx  ,                                                                               (4.7) 
 де 
21
21
RR
EE
Iнx 

   –                                                                                         (4.8) 
струм неробочого ходу, якщо в схемі рисунку 4.21 розімкнути вітку з íåR .  
21
21
RR
RR
Râx 

  –  вхідний опір.                                        (4.9) 
 
За значенням âxR  будуємо його лінійну характери-
стику опору, а струм НЕ  визначаємо графічним спосо-
бом (див. п. 4.3) – рисунок 4.24. 
 
 
4.8 Статичний і диференційний опір 
 Властивості НЕ можуть бути описані за допомогою його ВАХ, а також 
статичними і диференційними опорами. 
 Під статичним опором нелінійного елемента розуміють відношення на-
пруги на нелінійному елементі до струму в ньому в будь-якій точці ВАХ цього 
елемента (рис. 4.25): tgm
I
U
R Rcm  ,                                                            (4.10) 
де   
i
U
R m
m
m   
I, A 
U, B 
I 
E=Uавхх 
n 
Рисунок 4.24 
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 Статичний опір ( cтR ) характеризує поведінку НЕ в режимі постійного 
струму. При переході від однієї точки ВАХ до іншої величина cтR  змінюється. 
Під диференційним опором ( ÄR ) розуміють величину Id
Ud
RД  , яка ха-
рактеризує нелінійний елемент при малих відхиленнях від даної точки нелінійної 
характеристики (рис. 4.25):  tgmR RД  .                                                                            (4.11) 
 Таким чином, величина ДR  пропорційна танге-
нсу кута, який утворений дотичною до ВАХ в даній 
точці і віссю струму I. 
 При послідовному з’єднанні декількох НЕ ди-
ференційний опір результуючої характеристики при 
будь-якому струмі дорівнює сумі диференційних 
опорів НЕ при цьому ж струмі. 
 
4.9 Заміна нелінійного елемента лінійним опором і ЕРС 
 Припустимо, діапазон роботи за напругою НЕ в колі на рисунку 4.26 не 
виходить за межі такої ділянки його ВАХ, яка з певною мірою наближення може 
бути замінена прямою лінією (рис. 4.27). Будучи продовженою, ця пряма пере-
тинає вісь абсцис в точці 1E  або в точці 2E . Тоді НЕ може бути замінений дже-
релом постійної ЕРС і лінійним опором 11 tgmR RÄ   (або 22 tgmR RÄ  ), 
що дорівнює диференційному опору НЕ на прямолінійній ділянці. Після заміни 
коло (рисунок 4.28 і рисунок 4.29) розглядають як лінійне. 
4.10 Практичне застосування нелінійних елементів  
постійного струму 
  Нелінійні елементи у ряді випадків додають електричним колам власти-
вості принципово недосяжні в лінійних колах, такі, наприклад, як стабілізація 
струму, стабілізація напруги, посилення постійного струму та інші. 
Рисунок 4.25 
  
  
  
a  
U 
I 
1ÄR  
1E  
I  
U 
Рисунок 4.28 
U 
Рисунок 4.26 Рисунок 4.27 
2  
I 
U  
1E  
1  2  
1  
2E  
I  
2E  
2ÄR  
I  
Рисунок 4.29 
U ÍÅR  
92 
 
 1. Стабілізатор струму (баретер) – це прилад, який здатний підтримувати 
в навантаженні незмінний струм при зміні опору навантаження і при зміні на-
пруги на вході схеми. Конструктивно баретер є спіраллю, виконаною із 
сталевого дроту. Дріт знаходиться у скляній колбі, яка заповнена воднем при 
тиску 80 мм. рт. ст.  
 ВАХ баретера представлена на 
рисунку 3.30 і в певному діапазоні зміни на-
пруги майже горизонтальна. Баретер засто-
совували для стабілізації струму розжарю-
вання електронних ламп при зміні напруги 
живлення.Приклад маркування баретеру –  
0,3 Б 17-35, 
 де 0,3 – струм (А), який баретер здат-
ний підтримувати постійним; 17-35 – ділян-
ка зміни напруги (В) на ділянці баретування. 
 2. Стабілізатор напруги (стабілітрон) – прилад, напруга на виході якого пі-
дтримується постійною при зміні опору наван-
таження HR  або величини напруги на його 
вході. ВАХ стабілітрону представлена на  
рисунку 4.31. Коли зворотна напруга çâU  на ста-
білітроні досягає величини напруги пробою 
..ïðçâU  в пристрої відбувається лавинний пробій 
електронно-діркового  р-n  переходу. При цьо-
му зворотний струм різко зростає при майже 
незмінній зворотній напрузі. Зворотний струм 
не повинен перевищувати струму maxcmI , щоб стан електричного пробою не пе-
рейшов в стан теплового пробою, що призвело б до виходу з ладу приладу.  
 Параметрами стабілітрона є: 
 cmU  – напруга стабілізації; 
 mincmI – мінімальний струм, за якого прилад гарантовано знаходиться в 
режимі стабілізації; 
 maxcmI – максимально допустимий струм через пристрій. 
 3. Підсилювач постійного струму – пристрій, величина приросту напруги 
на виході якого значно більше величини приросту напруги на вході. До складу 
підсилювача входять так звані активні (нелінійні) елементи – біполярні і польові 
транзистори. Принцип роботи підсилювача розглядають в курсах «Промислова 
електроніка», «Електроніка та мікросхемотехніка». 
I, A 
U, B 
Рисунок 4.30 
0,3 
17 35 
I 
U 
Iст max 
Ucm 
Icm min Uзв.пр 
Рисунок 4.31 
93 
 
4.11 Магнітні кола при постійному струмі (потоці) 
Основні поняття і закони магнітних кіл 
 Основними величинами, що характеризують магнітне поле, є: 
 магнітна індукція  B   (   22 мВбмсекВTл  ) – векторна величина, яка 
визначається за силовою дією магнітного поля на струм; 
 намагніченість  магнітного поля  J   – магнітний момент одиниці об’єму 
речовини (А/м); 
 напруженість магнітного поля  H  (А/м).  
   HHJHB à

  00 , (4.12) 
 де 0  – стала, що характеризує магнітні властивості вакууму ( Гн/м); 
                   – відносна магнітна проникність;  
                  0a  – абсолютна магнітна проникність (Гн/м).  
 магнітний потік Ф  ( секВВб  ), який є потоком вектора магнітної індук-
ції крізь поверхню: SdBФ
S

 ,                                                                            (4.13) 
де Sd  – елемент поверхні  S . 
 Магнітне коло – сукупність магніторушійних сил (МРС), феромагнітних 
тіл або будь-яких інших тіл або середовищ, за якими замикається магнітний  
потік. 
Магніторушійна сила (МРС) викликає магнітний потік в магнітному колі 
подібно тому, як ЕРС викликає струм в електричному колі: wIF  ,         (4.14) 
де  w  – число витків котушки; 
                 I – струм, що протікає по котушці. 
МРС є величиною спрямованою. Додатній напрямок МРС визначається за на-
ступним мнемонічним правилом – якщо осердя охопити пра-
вою рукою, розташувавши пальці за струмом в обмотці, то ві-
дігнутий великий палець вкаже напрям  МРС F  (рис. 4.32). 
 Якщо значення вектора магнітної індукції В

 є одна-
ковим для всіх точок поперечного перетину S  ділянки ма-
гнітного кола, а сам вектор В

 перпендикулярний цьому 
перетину, то  ККK SВФ  . 
Закон повного струму – циркуляція вектора напруженості H  магнітного 
поля за замкнутим контуром дорівнює алгебраїчної сумі струмів ( I ), охопле-
них цим контуром:   IldH .                                                                         (4.15) 
i  
F  
Рисунок 4.32 
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Якщо контур інтегрування охоплює w  витків котушки із струмом I , то 
 ldHFwI . (4.16) 
 Контур інтегрування звичайно на практиці вибирають так, щоб він співпа-
дав з лінією вектора H

, тоді інтеграл заміняють сумою добутків КК lН  , де  
індекс k  –  номер ділянки, уздовж якої величини H  і   приймаються незмінни-
ми. У цьому випадку одержуємо другий закон Кірхгофа для магнітного кола: у 
будь-якому замкнутому магнітному колі алгебраїчна сума МРС дорівнює алгеб-
раїчній сумі магнітних падінь напруг на окремих ділянках: 
...... 221121
1


lHlHUUlHF MMk
n
k
k .                                              (4.17) 
Розглянемо закон повного струму для не-
розгалуженого кола (рис. 4.33): 
  wIlHlHF  22211 .                          (4.18) 
Напруженість та індукція на першій  
ділянці: 
a
B
H

1
1  ;.                                           (4.19) 
Напруженість і індукція на другій  
ділянці: 
a
B
H

2
2  ;                                           (4.20) 
Отже:    ,
211
2
2
1
1

MМ R
a
R
a S
l
Ф
S
l
ФF
 


  
(4.21) 
 де  
1M
R  і 
2M
R   – магнітні опори першої й другої ділянки. 
Таким чином,  2121 MMMM UURФRФF  . (4.22) 
 Визначимо з формули (3.22) магнітний потік і отримаємо закон Ома для 
магнітного кола (зв’язок між магнітною напругою і магнітним потоком): 
21 MM RR
F
Ф

 . (4.23) 
 Перший закон Кірхгофа для магнітного кола: в будь-якому магнітному ву-
злі алгебраїчна сума магнітних потоків дорівнює нулю; 
0
1


n
k
kФ . (4.24) 
11, Sl  
22 , Sl
F
 
I  
Рисунок 4.33 
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4.12 Розрахунок нерозгалуженого магнітного кола 
постійного струму 
Для розрахунку повинні бути задані 
конфігурація і геометричні розміри магнітно-
го кола (рис. 4.34), крива намагнічування  
феромагнітного матеріалу, а також магнітний 
потік Ф  (або індукція В).  
На всіх ділянках магнітного кола – один 
і той же магнітний потік Ф . 
 Розглянемо дві задачі. 
1. Пряма задача – задано магнітний  
потік Ф . Слід визначити  МРС F . 
Розбиваємо магнітне коло на ділянки з 
постійним перетином і визначаємо довжини за середньою силовою лінією (lk) і 
площі поперечного перетину ( S ) цих ділянок.  Далі знаходимо: 
1
1 S
Ф
B  ;   
2
2 S
Ф
B  ;   1
1
В
S
Ф
S
Ф
B 

 .              (4.25) 
За кривими намагнічування знаходимо значення напруженості для ділянок 
магнітного кола ( 11 HВ  ; 22 HВ  ). 
 Напруженість магнітного поля повітряного зазору: 
0
1

B
H   1 . (4.26) 
Тоді за другим законом Кірхгофа:  lHlHlHF  22211 .         (4.27) 
 2. Зворотна задача – задані геометричні розміри магнітного кола, криві 
намагнічування і  МРС wIF  . Треба визначити магнітний потік та індукцію. 
Розглянемо два способи розв’язання. 
 2.1 Довільно задаємося значенням магнітної індукції в повітряному зазорі 
B , рівними   0,5; 1,1; 1,2; 1,3 Тл. Для кожного з цих значень підраховуємо  
значення   КК lН  (як для прямої задачі): 
2
211
1
1 S
Ф
BSBФ
S
Ф
BB  .                                                      (4.28) 
 Далі за  кривими намагнічування і значенням 1B  і 2B  визначаємо 1H  і 2H . 
Таким чином, враховуючи, що 
0


B
H  , за другим законом Кірхгофа значення 
МРС для кожної довільно заданої B :   lHlHlHF  22211 . 
2 
F  
22, Sl  
Ф  
11, Sl  1 
3 
Рисунок 4.34 
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 Будуємо залежність    ÊÊ lÍFfÔ  та за заданим значенням F   
знаходимо потік Ф (рис. 4.35). Розрахунок зручно вести за допомогою таблиці. 
Таблиця 4.2 – Результати розрахунку зворотної задачі 
 Значення магнітної індукції 
B , Тл 0,5 1,1 1,2 1,3 1,4 
BB 1 , Тл      
11SBФ  , Вб      
2
2 S
ФB  , Тл      
1H , м
A
 
     
2H , м
A
 
     
0


B
H  , 
м
A
 
     
  КК lН , А      
 2.2 Для того ж магнітного кола (рис. 4.34) складаємо схему заміщення –  
рисунок 4.36. 
 За характеристиками  НВ , наведеними у довідниках, будуємо нелінійні 
характеристики  FФ  для кожної ділянки магнітного кола, тобто помножуємо 
значення абсциси (H) і ординати (B) кривих намагнічування відповідно на дов-
жину (l) і площу поперечного перетину (S) ділянки: 





.,
,,
222222
111111
FlHÔSB
FlHÔSB
 
Потім будуємо лінійну характеристику  FФ  для повітряного зазору, напруже-
ність магнітного поля якого B
B
H  6
0
108,0

; підсумовуємо за віссю магні-
тного потоку Ф  усі три характеристики і за значенням F  знаходимо потік Ф  
(рис. 4.37). 
Рисунок 4.35 
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4.13 Розрахунок розгалуженого магнітного кола 
постійного струму 
  У розгалуженому магнітному колі існує декілька магнітних потоків, які до-
даються і віднімаються на певних ділянках. Для розрахунку таких кіл застосову-
ють усі методи, які розглядалися раніше. Розглянемо пряму і зворотну задачі. 
1. Пряма задача, коли заданий магнітний потік на одній з ділянок кола, 
припустимо 3Ф  (ділянка з перети-
ном 3S ). Треба визначити 21  , , ФФF . 
За формулою 
3
3
3 S
Ô
B   та за кривою 
намагнічування  НВ  визначаємо 
напруженість на третій ділянці – 3H . 
Потім визначаємо: 
 магнітну напругу між точками 
«а» і «в» – 2233 lHlHUmab  ; 
 напруженість на другій ділянці – 
2
2 l
U
H mab ; 
 за кривою намагнічування значення індукції на другій ділянці 2B ; 
 значення магнітного потоку на другій ділянці – 222 SBФ  ; 
 потік на першій ділянці за першим законом Кірхгофа – 321 ФФФ  ; 
 магнітну індукцію 
1
1
1 S
Ф
B   та за кривою намагнічування напруженість на 
першій ділянці 1H ; 
 значення МРС за другим законом Кірхгофа  – mabUlHF  11  
2. Розглянемо зворотну задачу, коли задано значення F  і треба визначити 
Ф . Існують два способи розв’язання. 
2.1 Довільно задаємося значеннями 3Ô  на ділянці кола і знаходимо відпо-
відні значення F  за методикою прямої задачі 
(7÷8 значень). За отриманими даними будує-
мо графік  FФ  та за заданим значенням F  
знаходимо значення Ф . 
2.2 Складаємо схему заміщення  
(рис. 4.39). 
Для цієї схеми будуємо результуючу 
характеристику, а саме: 
F  
3  33, Sl  
1  11, Sl  
2  22, Sl  
a 
b  
2Ф  
1Ф  
3Ф  
Рисунок 4.38 
3Ф  2Ф  
F  
2MR  1Ф  
3  
2  1M
R  
    Рисунок 4.39 
3MR  
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 спочатку переходимо від характеристик  НВ  для окремих ділянок магні-
тного кола до характеристик  FФ ; 
 складаємо нелінійні характеристики ділянок «2» і «3» за віссю F  і отри-
маємо результуючу характеристику для паралельних віток (  2332 FФ ); 
 остаточно за віссю Ф  додаємо характеристику  11 FФ  до результуючої ха-
рактеристики  abFФ 32  і отримаємо характеристику  FФ . Отримана характери-
стика (подібна рис. 4.37) дозволяє за заданим значенням F  знаходити значення 
потоку Ф . 
Примітка: індекси потоків Ф  (МРС F ) означають номери ділянок з від-
повідним магнітним опором. 
 
4.14 Нелінійні електричні кола змінного струму. 
Властивості нелінійних елементів при змінному струмі 
 1. При переході від однієї ділянки ВАХ до іншої статистичні й диференційні 
опори не залишаються постійними і в загальному випадку не дорівнюють  один 
одному, але можуть співпадати в окремих точках і на окремих ділянках ВАХ. 
          2. Нелінійний елемент може мати несиметричну ВАХ, отже, опір неліній-
ного елемента залежить від знака прикладеної напруги (тобто нелінійний еле-
мент має вентильні властивості). 
         3. Нелінійні елементи бувають інерційними і безінерційними. 
 Якщо залежність між миттєвими значеннями напруги і струму лінійна, а 
залежність між діючими струмом і напругою нелінійна, то це інерційний нелі-
нійний елемент (лампа розжарювання, баретер, напівпровідникові термоопори). 
Теплові процеси, як відомо, інерційні, тому залежність  ui  лінійна, а неліній-
ність характеристик  UI  деяких нелінійних опорів обумовлена зміною їх опору 
в результаті нагріву їх струмом (рис. 4.40). 
Якщо обидві 
залежності  Ui  і 
 iU  нелінійні – то це 
безінерційний еле-
мент. Безінерційний 
НЕ має здатність пе-
ретворювати спектр 
коливань, що впли-
вають на нього. Тобто, якщо до НЕ підвести синусоїдну напругу, то струм через 
нього буде несинусоїдний, і навпаки – при проходженні через НЕ синусоїдного 
струму напруга на ньому буде несинусоїдною. 
u 
i 
Рисунок 4.40 
U 
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4.15 Апроксимація нелінійних характеристик 
 Апроксимація, як відомо, це заміна заданої нелінійної характеристики ана-
літичною функцією, яка з певною точністю виражає задану залежність. Ця  
процедура дозволяє досліджувати процеси у нелінійному елементі аналітично.  
Оскільки нелінійний елемент не є абсолютно стабільними і залежать від різних 
зовнішніх чинників, то на практиці не прагнуть до особливо точної апроксимації 
характеристик. 
 Розглянемо три способи апроксимації: 
1. Апроксимація ступеневим поліномом 
Якщо функція  ui  безперервна і має похідні  0/ ui ,  0// ui  і т.д., а 0u  – 
значення функції  tu  при 0t , то вона може бути подана рядом Тейлора: 
                0100///
3
0
0
//
2
0
0
/0
0 ...!3!2!1
uuaaui
uu
ui
uu
ui
uu
uiui  (4.29) 
    ...303
2
02  uuauua , де  00 uia  ; 
 
!1
0
/
1
ui
a  , 
 
!2
0
//
2
ui
a    і т.д.  
 Якщо 00 u , то функція  ui  відповідає ряду Маклорена: 
  ...44332210  uauauauaaui . (4.30) 
 Розглянемо приклад. 
На вхід кола (рис. 4.41) подана синусоїдна напруга 
  tUtu m sin . ВАХ нелінійного елементу задана у ви-
гляді аналітичної функції:  
2
3
1 




 
a
u
i . 
Треба знайти закон зміни струму в колі. 
Оскільки 00 u , скористаємося рядом Маклорена: 
          





 ...
!3
0
!2
0
00 3
///
2
//
/ u
i
u
i
uiiui .  
Обмежимося трьома членами ряду. 
  10 i ;    
aa
u
ui
1
1
2
3 2
1
/ 




  ;   
a
i


2
3
0/ ;   
aa
u
a
ui
1
1
2
31
2
1 2
1
// 




 

; 
 
2
//
4
3
0
a
i

 . 
 Отже: 
 
 
.sin
8
3
sin
2
3
1
!24
3
2
3
1 22
2
2
2
1
tU
a
tU
a
u
a
u
a
ui m
I
m
m
 









 
i(u) 
Рисунок 4.41 
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Скористаємося тригонометричним співвідношенням: 
 tt   2cos
2
1
2
1
sin 2 . Тоді: 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
A.  ,   ...902sin
16
3
sin
2
3
16
3
1...2cos
2
1
8
3
2
1
8
3
sin
2
3
1...2cos
2
1
2
1
8
3
sin
2
3
1
2
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2
2
2
2
2
2
2
2
2
2










 













 




  
      


i
m
i
m
I
m
I
mm
I
mm
I
m
tU
a
tU
a
U
a
tU
a
U
a
tU
a
tU
a
tU
a
ti
m
mm



, 
  
2. Апроксимація графоаналітичним методом трьох ординат. 
 Цим методом користуються, якщо ВАХ нелінійного елемента задана у ви-
гляді графіку. За допомогою ВАХ нелінійного елемента  ui  і графіка прикладеної 
напруги  tu   будуємо графік  ti  , який є функцією часу (рис. 4.42). Побудова-
ний графік  ti   симетричний щодо осі абсцис, тому при розкладанні такої кривої 
у ряд Фур’є буде присутня нульова гармоніка і косинусні складові гармонік: 
        ...2coscos 210  tItIIti mm    . (4.31) 
 Невідомі величини  0I ;  1mI ; 
 2
mI  знаходять за трьома ординатами характе-
ристики  ti  , які відповідають фазам прикладеної напруги: 
0t ;  2 t ;   t . 
Таким чином: 
  якщо 0t , то      2101 mm IIIi  (4.32) 
  якщо   ,
2

 t то    202 mIIi  ;(4.33) 
  якщо  t , то      2103 mm IIIi  ;(4.34) 
 де  1i  – ордината точки, що позначена на графіку  ti    цифрою «1», 
      2i  – ордината точки, що позначена на графіку  ti   цифрою «2», 
      3i  – ордината точки, , що позначена на графіку  ti   цифрою «3». 
 Розв’язуючи спільно рівняння (4.32), (4.33) і (4.34) знаходимо  0I ;  1mI ; 
 2
mI : 
    2310 2
1
4
1
iiiI  ,     2311 2
1
2
1
iiiIm  , 
    2312 2
1
4
1
iiiIm  .          (4.35) 
 
101 
 
  
 
3. Кусково-лінійна апроксимація 
Метод полягає у заміні заданої нелінійної характеристики ломаною прямою, 
яка має одну або декілька точок зламу. Така заміна дозволяє проводити розраху-
нок аналітично за допомогою лінійних рівнянь. 
 Якщо нелінійність характеристики незначна і задана ділянка роботи неліній-
ного опору, то така характеристика може бути замінена прямою без злому, а  
нелінійний елемент – джерелом постійної  ЕРС  і лінійним опором, рівним дифе-
ренційному опору нелінійного елемента (див. п. 4.9).  
 Розглянемо приклад. 
Схема кола – рисунок 4.43, ВАХ нелінійного елемента – рисунок 4.43. 
Діапазон роботи нелінійного елемента за струмом такий:   buia  . До входу 
кола прикладена синусоїдна напруга   tEte m sin . 
Спочатку проводимо заміну нелінійного елемента джерелом постійної ЕРС  
E  і лінійним опором ДR , що дорівнює  tgmR RД  ;  
I
U
R m
m
m    –  рисунок 4.44. 
2

 
  
u 
3 
4 
2 
1 
 tu 
t
i 
3 
2 
4 
i 
  3iUi m   
 01 ii   
 mUii 1  
i 
1 
t
i 
Рисунок 4.42 
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Потім складаємо схему заміщення – рисунок 4.45 та за методом накладан-
ня визначаємо струми від дії кожного джерела 
ЕРС. Наприкінці підсумовуємо у вигляді функ-
цій струми, знайдені на кожному етапі метода 
накладання і знаходимо несинусоїдний закон 
(ряд Фур’є) струму. 
Від дії ЕРС E0 струм дорівнює: 
kД RR
E
I

 0/ . 
 Від  дії   ЕРС    te   комплексна амплітуда 
струму дорівнює: 
 


 j
kkÄ
m
m e
XRR
E
I
22
//
, 
де  









kÄ
k
RR
X
arctg  – кут зсуву фаз між  ЕРС  te  та струмом  ti // ; 
                kk LX   – реактивний опір котушки; 
                kk LR   ,  – активний опір та індуктивність котушки відповідно. 
Слід врахувати, що струм  ti //  відстає від напруги  te , а струм 0I  не 
співпадає зі струмом  ti  за напрямом. 
Записуємо ряд Фур’є для струму:  
     
  













kД
k
kkД
m
kД RR
X
arctgt
XRR
E
RR
E
tiIti sin
22
0//0 . 
 te  
kL  
kR  
VD  
Рисунок 4.43 Рисунок 4.44 
  0
E  
a 
b 
u 
i 
Рисунок 4.45 
i(t kL  
kR  
ДR  
0E  
)(te  
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Контрольні питання до розділу 
1. Охарактеризуйте основні властивості нелінійних електричних кіл постійного 
струму. 
2. Поясніть застосування графоаналітичного методу розрахунку нелінійних еле-
ктричних кіл постійного струму: при послідовному, при паралельному і зміша-
ному з’єднанні елементів 
3. Поясніть порядок розрахунку нелінійного кола постійного струму з двома вуз-
лами.  
4. Наведіть визначення статичного й диференційного опорів нелінійного елемента. 
5. Поясніть, як проводять заміну нелінійного елемента лінійним опором і ЕРС. 
6. Наведіть приклади практичного застосування нелінійних елементів постійного 
струму в електротехніці. 
7. Наведіть основні поняття і закони магнітних кіл: закони повного струму, зако-
ни Кірхгофа, закон Ома.  
8. Поясніть порядок розрахунку нерозгалуженого магнітного кола при постійно-
му струмі. 
9. Поясніть порядок розрахунку розгалуженого магнітного кола при постійному 
струмі. 
10.  Наведіть деякі загальні властивості нелінійних елементів при змінному 
струмі. 
11. Поясніть, як здійснюють апроксимацію нелінійних ВАХ графоаналітичним 
методом трьох ординат при розрахунку нелінійних кіл змінного струму. 
12. Поясніть, як здійснюють апроксимацію нелінійних ВАХ ступеневим  
поліномом. 
13. Поясніть, як здійснюють кусково-лінійну апроксимацію нелінійних ВАХ. 
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Висновки 
Отже Ви, шановний студенте, закінчили ознайомлення з нашим конспек-
том лекцій з дисципліни "Теоретичні основи електротехніки", частина II. У 
ньому були розглянуті теми, які традиційно відносять до другої частини цієї 
дисципліни. При цьому автори намагалися забезпечити доступність викладення 
матеріалу і дружність тексту до читача. 
Звісно, конспект лекцій не претендує на вичерпність у висвітленні основ су-
часної теоретичної  електротехніки. Але ми сподіваємося, він сповна відповідає 
поставленій меті – забезпечити набуття знань, що є необхідними для подаль-
шого успішного вивчення усіх спеціальних електротехнічних дисциплін у вищому 
навчальному закладі і які в майбутньому повинні допомогти при вирішенні конк-
ретних технічних завдань у Вашій практичній діяльності за основною спеціаль-
ністю. Особливо корисним текст лекцій буде для студентів заочної форми на-
вчання.  
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